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1. LACULTURA SI’MB(')LICA Y LAS
MATEMATICAS

El mundo humano no estda hecho
exclusivamente de objetos materiales. En
ese mundo existe la amistad, la educacion,
la corte suprema de justicia. Y ninguna de
estas cosas tiene peso, volumen o
temperatura. Estdan hechas de oftra
sustancia, a saber, la sustancia simbdlica.

La escritura constituyé un punto de
inflexiéon en nuestro desarrollo. El impacto
que ha tenido la escritura desde sus
origenes ha sido enorme. Primero,
suministré un soporte externo para la
memoria y muy pronto se constituyé en un
espacio de representacion de nuestro propio
conocimiento. Cada vez que leemos un
escrito propio, por ejemplo, reorganizamos
nuestras ideas y las vamos puliendo en un
proceso que recuerda al trabajo de un
escultor. Podemos llegar a limites
insospechados de detalle en una narracion
0 alejarnos y producir el relato a grandes
rasgos. Es decir, la escritura permite
diversos niveles de resolucion de un texto.
Podemos introducirnos en los pensamientos
de un personaje de novela, llegar a
conocerlo intimamente o percibir su
presencia en la historia de manera
tangencial. Ahora bien: ;de dénde proviene
esa certeza sobre la existencia de un
personaje que por otra parte es “solo” fruto
de la imaginacion del novelista? El escritor
trae a su escritura rasgos de personas
cotidianas y las transforma creando un
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mundo simbadlico. Ese mundo simbdlico tiene
una existencia que puede llegar a ser tan
tangible como la del mundo material. El
Quijote, Hamlet, Pedro Paramo, Aureliano
Buendia existen de modo tan estable como
las montafias de los Himalayas. No tienen
peso ni densidad, tampoco color ni
temperatura, pero ahi estan, impactando la
vida de miles de personas en todo el mundo.

Algo similar ocurre con los numeros
naturales. Sin ellos no hay horas ni
cumpleanos. Entonces ;de qué sustancia
estan hechos que se hacen notar de
maneras tan conspicuas? Igual que la
escritura, estan hechos de una sustancia
simbdlica. Cuando abrimos los ojos en la
mafana es inevitable ver la numerosidad en
lo que nos rodea y asi es. Y asi ha sido
desde tiempos inmemoriales. Pero hay que
distinguir entre esa expresién rudimentaria
de la numerosidad y otra muy distinta el
numero como cristalizacion simbdlica de la
accion humana de contar. Los numeros son
el producto de un complejo proceso de re-
descripcion representacional que toma una
experiencia (que bien podria pertenecer ya
al ambito de lo simbdlico) y via un proceso
iterativo va refinando su version simbdlica.

Platon explicaba que todo aquello
que dibujamos y escribimos sobre una
superficie son las sombras de los verdaderos
objetos que existen en toda su plenitud en un
lugar que él ubicaba mas alld de las
estrellas. Ese era el mundo donde existian
los numeros, los triangulos y demas objetos
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reconocidos por la cultura matematica
griega. Aquellos simbolos y grafias pues, no
eran, segun él, sino las sombras de los
verdaderos seres, de los que existian en la
realidad de ese otro mundo. Esa sensacion
de realidad que se percibe y que otorga tanta
confianza cuando uno esta enfrascado en la
resolucion de un problema, ha hecho que
una gran parte de los matematicos
profesionales de diversas épocas se hayan
confesado platénicos. No podemos soslayar
que el mundo simbdlico, para el ser humano,
es tan real como el mundo de los objetos
materiales. Aunque su sustancia sea otra.

2. LA APROPIACION DEL
CONOCIMIENTO

He vivido las matematicas casi todo
el tiempo desde el salon de clases y ha
acompanado las reflexiones de colegas tan
perplejos como yo mismo ante las
condiciones casi invisibles del aprendizaje.
El aprendizaje de personas, los estudiantes,
que tienen el mismo nivel de complejidad
que el observador. Aprendizaje: ese es el
territorio en donde se funden lo subjetivo con
lo objetivo. Se funden, porque aprender es
volver a vivir el conocimiento.

Desafortunadamente no siempre se
tiene conciencia de ello. Hace unos afios
tuve un profesor que hablaba lentamente y
de manera reflexiva pero siempre
dirigiéndose a si mismo. En medio de una
explicacion se detenia como obedeciendo
una orden interna mientras sostenia un
didlogo privado sobre algo que le inquietaba,
que venia a su mente en aquel momento.
Para él era como un instante de sosiego
mientras, con aire un poco distraido, estiraba
el brazo mientras su indice recorria una
curva muy suave tratando de hallar, de sentir
un punto de inflexiéon en aquella grafica que
€l percibia en un espacio imaginario. No
dudo que sea casi imposible vivir las
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matematicas al margen de esa realidad
tangible de un mundo poblado de seres
invisibles pero que distan mucho de ser
evanescentes. Tal vez habria empleado
otras palabras pero, estoy seguro, que aquel
profesor creia que esos seres vivian en un
mundo inmaterial pero tan real como las
piedras. Nosotros, sus alumnos, veiamos
aquella escena con mucha curiosidad. Nos
preguntabamos entonces en qué estaria
pensando cuando caia en aquellos trances
tan placenteros a simple vista pero
desconocidos para los demas. Algunos
perseveramos, tal vez asistidos por un fuerte
sentimiento de curiosidad, pero casi todos
renunciaron a tratar de penetrar en aquella
realidad escondida.

¢ Acaso la educacion tiene que ser un
proceso cruelmente darwiniano?

Creo que ninguno de nosotros estaria
dispuesto a dar una respuesta positiva a este
interrogante. Pero es claro que responderlo
involucra mucho mas que un catalogo de
buenas intenciones. Aun hoy en dia se suele
escuchar que para “ensefar bien” las
matematicas hay que saber matematicas. En
efecto, hay que saber matematicas, pero
¢,.como debe ser ese saber?

Es una pregunta tan compleja que ha
requerido mucha investigacion intra, inter y
trans disciplinar. Sin embargo, hay ideas que
el campo de la didactica de las matematicas
ha puesto sobre la mesa para elaborar una
respuesta. Una de ellas afirma que disolver
las dificultades que enfrentan los alumnos
pasa por investigar el modo de existencia y
el desarrollo del significado de los
entes/objetos matematicos. Es menester
estudiar este problema desde la perspectiva
del investigador mucho antes de someterlo a
la ingenieria del disefio curricular. En efecto,
no se logra hacer tangible la realidad de los
entes matematicos si se les aisla del terreno
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de la experiencia de los estudiantes. Y eso
lo muestra la investigacion de campo. La
experiencia numeérica, digamos, se va
desarrollando gradualmente y llega un
momento cuando se hace viable el pasaje a
la exploracion interna del sistema numeérico,
es decir, la exploracion de las reglas con las
que se operan los propios simbolos. jLos
numeros son para contar y también para
detectar los numeros primos!

Las matematicas son tal vez la forma
mas simple de conocimiento cientifico.
Simple no quiere decir trivial en el sentido
justamente que los matematicos atribuyen al
vocablo de marras. Los sumerios vivieron el
ruido de lo concreto- cotidiano hasta el
momento en que lograron descontextualizar
sus sistemas numéricos. Lo abstracto es
simple y a la vez polisémico y de alli la
enorme riqueza interpretativa de los hechos
matematicos. Una ecuacion, por ejemplo,
sirve para modelar innumerables situaciones
fisicas, como la ecuacion de onda que
describe la luz y también el sonido entre
muchos otros fendmenos de caracter
ondulatorio.

3. LAINTUICION Y EL ANALISIS

Todo lo anterior me lleva a una
reflexion sobre los mecanismos de conocer
y su dimension simbdlica. Los seres
humanos poseemos una forma de conocer
hibrida y por lo tanto nuestro conocimiento
también es hibrido. El lunes mientras leemos
un articulo intuimos que la afirmacién del
autor no puede ser valida. No sabriamos en
ese momento argumentar l6gicamente sobre
el porqué de nuestra aseveracion, pero
sentimos que tenemos razén. Mas tarde,
después de un esfuerzo sostenido, logramos
dar con una argumentacion que no deja
duda alguna: teniamos razén. Es decir,
nuestra intuicién era correcta. Es como si
tuviésemos un mecanismo cognitivo que se
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adelanta al razonamiento logico. No es facil
dar una respuesta categérica a esta especie
de dualidad en la naturaleza de Ia
comprension. Sin embargo, hay ejemplos de
ella en diversas disciplinas, incluso
deportivas. Un famoso futbolista escribia en
su autiobiografia que en un encuentro crucial
del campeonato mundial de repente dio
media vuelta y coloco el pase que condiciria
al gol de la victoria. Cuando le preguntaron
cdmo lo habia hecho respondio:
simplemente lo hice: hay una forma de saber
que antecede a la comprension. Hay una
forma de saber que uno “no sabe que sabe”.
Eso puede ser resultado de la practica
prolongada, del nivel de compenetracién con
una disciplina, pero no deja de tener su
grano de sal, pues a medida que
profundizamos en un campo, las intuiciones
se van haciendo mas certeras. Es como si la
intuicion quedara subirdinada, por lo menos
parcialmente, a los mecanismos formales de
una disciplina. Esta dualidad que parece
emerger entre dos formas de conocer (la
intuicion y lo analitico) también tiene una
identidad que ha sido investigada desde las
neurociencias. Merlin Donald (A Mind so
Rare, 2001) sostiene que a lo largo del
desarrollo de la especie, el universo trabajé
como un escultor sobre el sistema nervioso
fijando en él su propia imagen y, en
consecuencia, generando  respuestas
viables de una especie frente a su entorno.
Esa forma de inteligencia instalada en el
sistema nervioso, que nosotros también
habriamos heredado, nos permitiria un trato
directo con el entorno —ahora un entorno
saturado por los efectos de la accién
humana—revelando las aristas de eso que
llamamos pensamiento intuitivo, pero ya
marcado por la atmdsfera de la cultura en la
que tiene lugar nuestro desarrollo. Si es
cierto que nuestra capacidad predictiva tiene
su origen en el movimiento (I of the Vortex,
R. Llinas, 2001, MIT), eso explicaria la
sensibilidad ante todo lo que se mueve. Una
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mariposa en estado de absoluta quietud es
invisible sobre la corteza del arbol, pero
revela su presencia a su predador a través
del movimiento. En los seres humanos, el
control conciente de los movimientos del
cuerpo nos regald una mano tan fina y
flexible que Kant la llamo la parte visible del
cerebro. La mano nos regald, ademas, la
posibilidad del lenguaje articulado (The
Hand and the Brain, G. Lundborg, 2014,
Springer). Han sido tan profundas las
consecuencias de esta conciencia del
movimiento, que gran parte de los esfuerzos
matematicos desde hace ya siglos, han
insistido en redescribir el movimiento en
términos simbdlicos. Uno de los resultados
mas profundos ha consistido en el desarrollo
de las matematicas de la variacion y la
acumulacién cuya version clasica, el calculo
infinitesimal, se tornd uno de los recursos
predictivos centrales de las ciencias fisicas.
Hoy en dia,la tecnologia contemporanea
ha permitido la simulacion del movimiento
sobre las pantallas digitales y con ello la
educacion adquiere un instrumento de
mediacion que puede detonar una nueva
convergencia entre el pensamiento
corporizado y el pensamiento simbdlico,
pero ahora en el escenario de la cultura
humana.

La geometria  dinamica es,
posiblemente, una de las vias reales que
Euclides no pudo revelar al rey Ptolomeo.

4. LA MEDIACION DE LOS ARTEFACTOS

El ser humano ha sido capaz de
trascender muchas de las limitaciones de su
organismo y de su mente. Un teléfono
permite comunicarse con un amigo a miles
de kilbmetros de distancia. Podemos
sumergirnos en la realidad virtual de una
novela comodamente sentados en un avién
que cruza el Pacifico.
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La supervivencia de la especie llevd
anuestros antepasados a proveerse de
herramientas que les permitieran
sobreponerse a un medio ambiente que les
resultaba, las mas de las veces, hostil y en
donde las dificultades para hallar alimentos
eran formidables. Si trazdramos una linea
de tiempo empezando en los origenes de
nuestra especie, podriamos colocar sobre
ella las primeras herramientas: una piedra
afilada, una lanza rustica y algunas otras,
todas con un ;mensaje jgrabado ;sobre
sellas: herramientas para la supervivencia
de la especie.

Hasta aqui hemos aportado ejemplos
de herramientas materiales orientadas
basicamente a extender las capacidades de
nuestro organismocon el propdsito de
transformar el medio material. Las
tecnologias simbdlicas, la escritura por
ejemplo, no van orientadas hacia afuera sino
hacia adentro e nosotros. El impacto sobre
el pensamiento, sobre la organizacion y
preservaciéon del conocimiento sefala que el
destinatario de sus mayores efectos es la
persona misma. En su obra maestra,
Oralidad y Escritura, Walter Ong (2002)
enfatiza que muchas de las caracteristicas
que damos por sentadas en el pensamiento,
en la literatura, enla filosofia y en la ciencia
no son inherentes al ser humano como tal,
sino que son resultado de la tecnologia de la
escritura que las ha dispuesto ala conciencia
humana.

Estas palabras insintan ya lo que
muchos investigadores posteriormente han
senalado: que, si bien nacemos con un
cerebro predispuesto para adquirir un
lenguaje, esa capacidad potencial solo
alcanza su realizacion plena en un medio
social y cultural. Somos seres hibridos que si
bien compartimos nuestra herencia genética
en mayor o menor grado con las demas
especies, poseemos ademas una
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capacidad simbodlica que es menester
despertar desde nuestro nacimiento para
que nuestro desarrollo sea pleno.
Insistamos: la mente humana se constituye
a partir de la interiorizacion del  lenguaje.
Ademas de la lengua materna, el lenguaje
incluye otros sistemas simbodlicos, por
ejemplo, todala estructura de gestualidad
que poseemos los seres humanos de todas
las culturas

Importa ir un poco mas lejos en la
descripcion de como tiene lugar la
interiorizacion de otros sistemas simbdlicos
de mediacion, en particular las
matematicas. En su obra, Voces de la Mente
(1991), J. Wertsch ha puesto un énfasis muy
particular es la naturaleza mediada de la
actividad humana. Lo ha dicho asi:

La afirmacion mas crucial que
deseo desarrollar es que la
accion humana emplea
demanera fundamental la
mediacion de herramientas y
del lenguaje y que esas
mediaciones determinan de
maneras profundas la accion
humana (p. 12).

De acuerdo con Wertsch, dependemos
de los instrumentos simbdlicos de
mediacion para realizar nuestras actividades
cognitivas. No podriamoshacerlo al margen

de dichos instrumentos. Interiorizar los
instrumentos cognitivos  puede
entenderse como el  proceso de

instalacion de un nuevo instrumento de
mediacion en una sistema cognitivo que
dicho sea de paso, siempre esta en
construccion. Cuando un nifio aprende a
contar cada vezllega maslejos en la
lista y poco apoco va descubriendo, en
interaccion con los adultos cercanos, que
esa lista no tiene fin. Esa situacién abre
un camino para accedera la nocion de
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infinito. Nada de esto seria posible sin la
mediacion del sistema numérico
elemental. Cuando pensamos en objetos
materiales o distancias no logramos
desentraiar ladiferencia entre infinito y muy
grande. Ese sistema numérico hace mas
poderosa la mente del nifio. No esque el
sistema numérico amplifique nuestra
capacidad de contar, sino que la hace
posible. Es decir, no hay una capacidad
cognitiva instalada de origen, sino quees la
incorporaciéon de los instrumentos
cognitivos lo que construye dicha
capacidad cognitiva.

El proceso de interiorizacién ha
sido objeto de serias reflexiones en el
campo de la educacion matematica.
Surgen preguntas o mejor, lineas de
investigacion, que indagan sobre las
formas como la presenciadeun medio
digital afecta el aprendizaje de la
geometria, del algebra o del célculo. Si las
imagenes que se producen sobre la
pantalla son estaticas no se habraganado
mucho al pasar del papel a lapantalla,
excepto posiblemente precision; pero si las
imagenes sondinamicas, si hay movimiento
y simultineamente preservacion de las
cualidades estructurales de las figuras,
entonces estaremos ante un medio que
abre posibilidades integradoras que
estaban ausentes. Demos un ejemplo:
podemos observar sobre la pantalla que
el ortocentro, el circuncentro y el baricentro
de un triangulo siempre estan sobre la
misma recta, sin importar cémo
modifiquemos la forma original del
triangulo.
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Circuncentro

Baricentro
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Alli el estudiante puede hallar el
sentido a expresiones como “en todo
triangulo el  baricentro, el ortocentro y el
circuncentro, siempre estan sobre una
misma linea recta”. Los estudiantes, en
cierto momento, se convencen de la
veracidad de la afirmacién cuando intentan
transformar el triangulo para encontrar otro
que no cumpla la afirmacion sobre la
colinealidad de los centros, y llegan a la
conclusion que no es posible. No es, desde
luego, una demostracion formal, en el
sentido clasico del término demostracion,
pero es una experiencia que genera
certidumbre y sentido a un enunciado
matematico. A nivel escolar esto suele ser
mas importante. A partir de alli se puede
elaborar, cuando es pertinente, un siguiente
paso en busca de mayor legitimidad. Aqui
hay un territorio de exploracion muy amplia
para la didactica de las matematicas. ¢ Por
ejemplo, en qué medida es necesaria una
demostracion formal, clasica? Son estas
algunas de las posibilidades que un medio
digital dinamico pone al alcance del proceso
educativo introduciendo una tension creativa
entre el razonamiento formal y la intuicién

La mediacibn de un instrumento
tiene dos momentos centrales: primero,
cuando la persona explora con el
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instrumento y segundo, cuando la persona
explora a través del instrumento. Alcanzar
este segundo nivel es lo deseable
pues se refiere al hecho que el instrumento
estatan instalado en el sistema cognitivo,
que ya no se ve como tal, como
instrumento, sino como parte sustancial de
los recursos cognitivos de la persona como
si siempre hubiese estado alli. Eso es
lo que se observa cuando una persona
tiene tanta destreza con el manejo de un
teclado que parece que hubiese nacido con
esa destreza. Entonces, ya no se encuentra
ninguna resistenciayla escritura fluye.

Antes aspirdbamos a ser el hombre-
--tigre o el hombre aguila; hoy no tenemos
que renovar esas aspiraciones: ya somos
hibridos, pero ahora fusionados con la
escritura y con los medios digitales. Si
nuestra vista es débil podemos suplir esta
deficiencia con  unos buenos lentes casi
interiorizados (organicamente) a nuestro
cuerpo. En general usamos el término
interiorizacion en un sentido metaférico,
pero, si hablamos del organismo bioldgico,
su significado deja de serlo como ilustran
las reparaciones de partes de la estructura
6sea del organismo mediante prétesis de
titanio y un sinfin de otros procedimientos.

5. LASUSTANCIA SIMB(')].ICA DE
LOS ENTES MATEMATICOS

Cuando René Magritte pinto el
célebre cuadro La traicion de las Imagenes,
dej6 escrito un mensaje en la parte inferior
del cuadro: esto no es una pipa. En efecto,
no es una pipa pues con ella no se puede
fumar. Es tan solo una representacion de
la pipa que tal vez Magritte tenia en su
bolsillo Si Leopoldo, el hermano de Magritte,
hubiese sido matematico, aquella noche
habria entrado furtivamente al estudio de
pintor y, a la mafiana siguiente, tendria listo
el cuadro preparado durante la noche. Este
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tendria una leyenda en la parte inferior: esto
no es un triangulo. En efecto no es un
triangulo, pero esta vez no habria, a
diferencia del caso de la pipa, ningun
triangulo en el bolsillo. Digamoslo de una
manera ligeramente distinta: los entes
matematicos, como los triangulos, poseen
una forma de existencia que difiere mucho
de la que tienen los objetos materiales. Uno
puede tener al mismo tiempo una pipa en
una mano, y un dibujo de esa misma pipa en
la otra mano, es decir, el objeto y una
representacién del objeto simultaneamente.
Ahora bien, ;qué ocurre con los entes
matematicos?

No podemos dejar de ver las formas
de los objetos que entran en contacto con

nuestra vista. Las representaciones
simbdlicas de la aritmética y de la
geometria tienen, sus origenes en

experiencias de observacion y accion tanto
en el mundo natural como en el mundo
social. Las representaciones matematicas

son entonces portadoras de esas
experiencias que constituyen sus
significados  primarios. Esas primeras

representaciones son, como ya lo hemos
dicho, re-descripciones representacionales
de aquellas experiencias. Podemos
reconocer en las representaciones
simbdlicas, en las maneras como las
operamos, las situaciones originales  que
les dieron vida, Pero el mundo simbdlico va
ganando gradualmente una autonomia,
como los personajes de una novela y es asi,
en ese nivel simbdlico, casi autbnomo,
donde entramos en contacto con ellos en
la escuela. Esaes pues una fuente
de dificultades para el aprendizaje.

Llevemos esto a un evento
imaginario (jno tan imaginario!l) en el
salén de clases. El profesor de

geometria empieza a explicar
suma de

que la
los angulos de un triangulo
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equivale a ciento ochenta grados. Dibuja
cuidadosamente un  triangulo  en el
pizarron pero antesde seguircon su
“explicacion” uno de sus estudiantes,
Leonardo, se acerca al pizarrén y con un
medidor de angulosva midiendo uno a
uno y suma lo resultados de sus
mediciones: ciento ochenta grados.
Entonces el profesor exclama: “has
comprobado experimentalmente que ese
triangulo que esta dibujado en el pizarrén
tiene una suma de angulos que, como lo
has hecho con mucho cuidado, podemos
aceptar es de ciento ochenta grados”. “Pero
Leonardo”, continia el profesor, ¢“acaso
no tienes claro que hay una infinidad de
triangulos y que no te alcanzaria la
vida para ir de uno al otro verificando
que la suma es de ciento ochenta
grados?”

El joven Leonardo se
sorprendido:

queda

¢, Coémo sabe el profesor que hay una
infinidad de triangulos?

¢Dbénde los ha visto y como ha
hecho para contarlos; acaso conoce de
algunoque no tengalos famosos ciento
ochenta grados?

En 1972 René Thom, uno de los
grandes pensadores del sigloXX, explico en
una conferencia que “el problema de la
comprension de las matematicas no es el
problema delrigor. Setrata de entender
como existenlos entes matematicos vy
qué significan”. Por ejemplo, qué
significan para el Leonardo de nuestra
historia, ese estudiante a quien le habla su
profesor de las propiedades de objetos
queno puede tocar. Ni el ni su
profesor. Sin embargo, cuando el profesor
dibuja uno en el pizarrébny parece que se
hace la luz, el profesor agrega que ese
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dibujo no es el objeto correspondiente.
Entonces, el estudiante se pregunta por el
significado de aquello que esta en el
pizarron, pero que no es lo que él creia
que era. No es dificil pues estar de
acuerdo con Thom: el problema reside en
saberde qué objetosse habla,de qué

estdn hechos y como puede uno
reconocerlos. Sino se entiende esto, cémo
seguir adelante?

Si bien la idea de triangulo puede
nacer de la experiencia de ver esa forma en
un objeto material y luego reconocerla en
otros objetos semejantes, el triangulo
matematico es un desprendimiento de esas
formas ftriangulares que podemos ver
encajadas en objetos materiales. Como
ese desprendimiento yano es material, lo
hay que capturarlo mediante otro medio: en
este caso, el medio es simbdlico. Podria
decirse que la existencia simbdlica es la
continuacion de la existencia material.

novela
lenguaje,

Los personajes de una
estan construidos mediante el
mediante una técnica narrativay muchas
veces estan armados con rasgos de
personas que el autor conoce. El
personaje es como la piel simbdlica de
personas conocidas, analogo alcaso de
la forma de existencia de los objetos
matematicos. En el caso de los objetos
matematicos la representacion simbdlica
trae aparejada una manera de operar el
objeto matematico y tener como resultado
otro objeto matematico.

Siestamos en un lugar remoto
y depronto vemos ondear labandera
de nuestro pais, es muy probable que nos

emocionemos. Habremos identificado la
bandera conel pais;ese es la funcion
de unsimbolo: tomar el Ilugar de

otra cosa para representarlo.
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Si se nospregunta en una clase
‘resuelva la ecuacion: 2x—1=5" habria
que entender la x como un numero
escondido y para encontrarlo, hay que
realizar unas operaciones aritméticas
como las que normalmente se hacen entre
numeros. Esa x representa un nimero que
todavia no sabemos cual es. Poreso
un simbolo también lo podemos ver
como una manera de representar la
generalidad. Asi es en matematicas. Si
queremos decir algo sobre los triangulos, por
ejemplo, que la suma de sus angulos
siempre equivale a ciento ochenta grados,
dibujamos un triangulo pero ahora lo vemos,
no como un tridngulo en particular sino
como esa sustancia simbdlica que
representa a todos.Es lo que hay que
entender cuando se dice que el lenguaje
de las matematicas es un lenguaje de
generalidad, de la abstraccion.

6. GEOMETRIAY MEDIACION
DIGITAL

El acceso a los objetos matematicos solo es
posible mediante una representacion
simbdlica del objeto. Sin embargo, un
objeto puede tener mas de una
representaciéon, como es el caso de las
funciones que pueden representarse
mediante una férmula algebraica (en
algunos casos) o mediante su grafica o
Su representacion tabular, para citar
algunas posibilidades. Después de Ila
creacion de la geometria analitica los
modos de representacion aumentaron y con
el advenimiento del calculo, todavia mas.
Por lo tanto, se puede concluir que ninguna
representacion en  particular, captura
totalmente al objeto  representado. Cada
representacion enfatiza o ilumina un
aspecto del objeto, pero no logra
“fotografiarlo” en su  totalidad. De  alli
que es muy posible que el problema
central de falta de entendimiento por parte
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de los estudiantes radique en las dificultades
para decodificar o que una representacion
exprese delobjeto matematico y ademas
que, si bien el estudiante ha tenido éxito
conuna representacion, ese conocimiento
que logra de esta manera es parcial y
muy probablemente cuando un nuevo
problema demande el recurso a otro sistema
de representacion ese estudiante se
encuentre en territorio desconocido.

En el caso de Ila geometria,
usualmente se trabaja con representaciones

analiticas (geometria analitica) vy
representaciones euclidianas. Las
posibilidades digitales han enriquecido

estas opciones y hoy dia se cuenta con

sistemas como el Geogebra y muchos
otros que permiten una representacion
dinamica de los objetos geométricos

incorporando con los movimientos posibles
de los objetos, opciones de exploraciéon
y redisefio de estrategias de resolucién
de problemas.

A continuacién presentamos algunos
pasajes del trabajo que se ha realizado con
profesores en servicio dentro de un
programa de desarrollo profesional
docente en CINVESTAV, en el
Departamento de Matematica Educativa.
Los temas versan sobre geometria. En
este terreno es posible, y asi lo hemos
hecho, cambiar la base de conocimientos
para abordar problemas que usualmente
se abordan mediante la  geometria
analitica pero ahora desde una
perspectiva sintética (euclidiana).

narrativa del
con el

Vamos iniciar la
trabajo con los profesores
siguiente problema:

Dado un anguloy un punto fijoP
en el interior del angulo, trazar el
segmento que conecta los lados del
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angulo de manera que el punto fijo sea el
punto medio del segmento trazado.

El  primer acercamiento  que
siguieron los profesores---estudiantes fue
el siguiente: Se elige un punto R sobre
la semi---rectaBC y por ese puntose
traza una semi---recta RP. El punto Q es

el punto de interseccion de la semi--recta
RP con el lado BA del angulo.
P
A
B
c R
Figura 1

Entonces, desplazando el punto R
sobre BC, trataron de estimar visualmente
una posicion de Q de suerte que
RP=PQ. Este acercamiento genero
controversia en el salén de clases pues no
era posible garantizar “al 0jo” la igualdad
de las longitudes de RPy PQ. El siguiente
paso fue medirlas y de nuevo, desplazar el
punto R hasta que se encontrara una
posicion de Q demodo que RP fuese
igual a PQ.

En este momento se sugirié a los
profesores que el acercamiento seguido si
bien arrojaba una respuesta al problema
propuesto, en realidad estaba sujeto aun a
controversia pues alguien podria
argumentar que las longitudes coincidian
hasta el segundo decimal (el medio digital
estaba preparado para que asi fuese)
pero que no estaba uno seguro  qué
ocurriria con los decimales restantes.

La discusion se orientd entonces
a esclarecer qué constituia una
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demostracion, y  se llegd a que
deberia ser un argumento
suficientemente convincente para que
aun los mas esceépticos quedaran
satisfechos. Los profesores con mayor
experiencia sostuvieron que en todo caso,
un argumento con tales -caracteristicas
dependeria del nivel de conocimientos de
aquellos a quienes se les presentara
dicha evidencia. Es decir, se agrego una
segunda caracteristica a la nocidon de
demostracion: una demostracion es  un
argumento convincente de acuerdo al
nivel de conocimientos que tenga el
estudiante. Entonces se planteé que como
la argumentacién basada en la
medicion de las longitudes arrojaba
dudas, squé otro argumento podriamos
producir?

A lo largo de la sesién un grupo llegd
a la conclusion que en lugar de medirlos
segmentos RP y PQ, podria intentarse a
partr de wun circulo de radio RP
desplazar R sobre su semi---recta hasta

que el circulotocara al punto Q. En
ese momento, RP seria igual a PQ
(Fig. 2).
Q
A
B
C R

Figura 2

La solucion convenci® a muchos
mas, pero todavia habia varios escépticos.
Se aprovechd entonces para formular
algunos comentarios sobre el “argumento
que convence” porque ¢qué significa
“tocar” en la solucidon propuesta?
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Hay argumentos que lo convencen a
uno mismo, luego hay otros que convencen
a los amigos y los mas sélidos, son aquellos
que convencen a los “enemigos”.
Estdabamos en la situacion siguiente: se
habian  producido  argumentos para
convencer a los amigos, pero no a los
“‘enemigos”, quienes permanecian
escépticos. La solucion siguiente fue un
resultado colectivo con la guia de los
orientadores del curso. Se toma el punto
simétrico de R sobre la semi-recta RP,
aunque no toque a la semi-recta BA. Y
luego, se desplaza el punto R y se observa
que el punto simétrico R’ traza una recta
paralela ala semi--recta BC. (Fig.3)

Figura 3

Aunqgue no es visible en esta imagen, el
punto Q  seguia conectado con R
mediante la semi---recta RP de modo que
al desplazar R, R’ trazaba la linea (gruesa en
Fig.3) paralela a BC, el punto Q se
desplazaba sobre BA yjustamente
coincidia con R’ cuando la paralela
trazada por R’ intersectaba a BA. Alli
estaba la localizacién del punto que se
buscaba pues en todo momento RP era
igual a PR’ por construccion.
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Figura4: Q y R' coinciden
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La conclusion delos profesores fue
interesante: ya no quedan “enemigos”. Hay
varias lecciones que pueden extraerse
de esta primera experiencia. Una de
ella es que las posibilidades de
manipulacién que ofrece el medio digital
genera una sensacion e materialidad de los
objetos matematicos que ya no sontan
remotos para los estudiantes y que porlo
tanto, estimulan el interés por su
exploracion.



