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Resumen

Esta investigacion se desarrollo bajo la pespectiva de la Matematica educativa, sosteniendo
que las dificultades del aprendizaje que tienen los nifios no estan en lo que hace la ensefianza
o el aprendizaje; sino en la matematica misma. Por lo que el docente ha de conocer a fondo
lo que tiene que ensenar. Para tal efecto, se disefid6 un Modelo de Ensefianza para la
construccion de los nimeros naturales incluyendo el cero, con base en el modelo formal

matematico de Von Neumann.

El marco tedrico lo conforman los Modelos Teodrico Locales (MTL) y sus cuatro

componentes: de Competencia Formal, Cognitivo, de Comunicacion y de Ensefianza.

El Objetivo General: Analizar la viabilidad de introducir un Modelo de Ensefianza, disefiado
a partir de un Modelo Matematico Formal para la construccion de los nimeros naturales,
dirigido a nifios de los primeros ciclos de Educacién Primaria, trabajando simultdneamente

la ordinalidad y cardinalidad, incluyendo el cero.

La organizacion metodoldgica de la investigacion se realizo en tres fases: 1. Disefio de un
Modelo Teodrico Local (MTL) para la construccion de los nimeros naturales incluyendo el
cero, con la base formal matematica de Von Neumann. 2. Experimentacién del Modelo de
ensefianza: identificacion y analisis de dificultades observadas durante las tres etapas de su
aplicacién, a partir del disefio de las categorias de analisis. 3. Disefio y aplicacion de
entrevistas clinicas a estudiantes previamente seleccionados de acuerdo con los criterios

establecidos en el analisis cuantitativo y cualitativo del diagndstico.

Como resultado de la investigacion se encontrd que las maneras de como han aprendido las
nociones numéricas influyen en el aprendizaje de los nifios, pero no lo determinan y hay
posibilidades de consolidar las nociones numéricas, cuando tienen la oportunidad de trabajar
con un modelo de ensefnanza disefiado con una base matematica formal, como lo es el Modelo

matematico de Von Neumann.

Se llega a la conclusion de que es necesario retomar las bases formales matematicas en el
disefio de los Modelos de Ensefanza para acercar a los nifios a las nociones de los nimeros
naturales incluyendo el cero. Incorporar la componente formal matemaética en el disefio de

libros de texto y en el curriculo de los profesores en formacion.



Abstract

This research was developed under the perspective of Educational Mathematics, arguing that
children's learning issues are not in what teaching or learning does; but in mathematics itself.
So, the teacher has to know deeply what he has to teach. For this purpose, a Teaching Model
was designed for the construction of natural numbers including zero, based on Von

Neumann's formal mathematical model.

The theoretical framework is made up of the Local Theoretical Models (MTL) and its four

components: Formal Competence, Cognitive, Communication and Teaching.

The General Objective: To analyze the feasibility of introducing a Teaching Model, designed
from a Formal Mathematical Model for the construction of natural numbers, aimed to
children from the first cycles of Primary Education, simultaneously working ordinality and

cardinality, including zero.

The methodological organization of the research was carried out in three phases: 1. Design
of a Local Theoretical Model (MTL) for the construction of natural numbers including zero,
with the formal mathematical basis of Von Neumann. 2. Experimentation of the Teaching
Model: identification and analysis of difficulties observed during the three stages of its
application, based on the design of the categories of analysis. 3. Design and application of
clinical interviews to previously selected students according to the criteria established in the

quantitative and qualitative analysis of the diagnosis.

As aresult of this research, we found that ways they have learned numerical notions influence
children's learning, but they do not determine it and there are possibilities to consolidate
numerical notions, when they have the opportunity to work with a teaching model designed

on a formal mathematical basis, such as von Neumann's Mathematical Model.

It is concluded that it is necessary to return to the formal mathematical bases in the design of
teaching models to bring children closer to the notions of natural numbers including zero.
Incorporate the formal mathematical component into the design of textbooks and in

curriculum teacher’s in training.



Presentacién

Este documento doctoral se ha organizado en seis capitulos, en los cuales se va a describir el

proceso que se siguid, cerrando la investigacion con las consideraciones finales.

Capitulo 1. Problema Aritmético de Investigacion. - En este capitulo se problematiza la
importancia de la construccion conceptual de los nimeros naturales en sus dimensiones de

ordinalidad y cardinalidad, identificando su carencia en la ensefianza en educacion primaria.

Capitulo 2. Marco de Referencia. - Este capitulo se presentan algunas investigaciones y
aproximaciones para la construccion de los nimeros naturales en nifios de educacién bésica.
Se reconoce la influencia de las teorias cognitivas fundamentalmente derivadas de los aportes
de Piaget y su impacto en Educacién Matematica. Se presenta la Teoria de la Actividad y las
Acciones Mentales, proveniente de las teorias cognitivas soviéticas encabezadas por Ya.

Galperin y Talizina.

Capitulo 3. Marco Teorico: Modelos Teoricos Locales. - En la primera parte de este capitulo
se presenta una breve descripcion de esta propuesta tedrico — metodoldgico para realizar
investigacion en Matematica Educativa. Se explica cada una de sus cuatro componentes. En
la segunda parte de este capitulo se presenta el disefio de un MTL especifico, para la

construccion de los numeros naturales, explicando el contenido de cada componente:

- Modelo de Competencia Formal. - Se hace una breve epistemologia de la historia de
las ideas de la construccion de los nimeros y el numero cero. Se recuperan los
elementos bésicos de la adaptacién que hacen Hamilton & Landin (1961) del modelo
de Von Newman, traduciéndolos en principios matematicos (Pi) para la construccion
de los numeros naturales, usando la iteracion y recursion para cada sucesor,

empezando por el nimero cero.

- Modelo de Cognicion. - Se aborda el proceso de transicion de la accion a la operacion,
teniendo como referente la Teoria de la actividad de Galperin y Talizina. Para
finalizar, se incorporan las aportaciones de Fuson (1982), para entender y comprender

cémo se desarrollan los procesos de conteo en los nifios.

- Modelo de Comunicacion. - Se parte del referente de los conceptos semioticos para

explicar la l6gica de uso de los SMS involucrados en la construccion de los nimeros



naturales, para llegar a la abstraccion. Se explica el papel de la semidtica en la
construccién del significado propuesta por Peirce (1987), para desarrollar procesos
de significacion.

- Modelo de Ensefianza. - Con base en los Pi (traduccion del Modelo Von Neumann
para la construccidn de los nimeros naturales) se disefian secuencias de actividades,
con el uso de material manipulativo, para ser trabajadas con los nifios de 6 a 9 afios
en espacios de intertextualidad. Con el analisis de la observacion se identifican la
produccion de codigos en la construccion de textos con sentido matematico, asi como
en los procesos de lectura/transformacion que se generan durante la interaccién entre

los participantes y acciones de la ensefianza.

Capitulo 4. Metodologia de la investigacion. - Se fundamenta el procedimiento para la
construccidn del disefio del diagnéstico y la experimentacién con base en la estructura de los
MTL, justificando la pertinencia del Modelo formal de Von Neumann. Se presenta el

esquema del disefio de la observacion experimental y se describen las categorias de analisis.

Capitulo 5. Se describe el proceso de la experimentacion y el disefio de las categorias de
analisis para interpretar las acciones y dificultades que se presentaron durante el desarrollo

de las actividades del Modelo de Ensefianza.

Capitulo 6. Analisis y resultados de experiencia empirica.- Se presenta el analisis de algunos
episodios de las tres etapas de la experimentacion, centrando la atencién en donde se
observaron dificultades recurrentes para ser interpretadas a la luz de las categorias. Se
contrastaron los resultados con el analisis de la entrevista clinica, presentando algunos
fragmentos de los momentos en que se volvieron a presentar dificultades recurrentes,

dificultades nuevas e indicios de generalizacion tendiente a la abstraccién numérica.

Consideraciones Finales. Se cierra este momento de la investigacion insistiendo en que el
objetivo del trabajo no fue mejorar la ensefianza, sino en averiguar y comprender qué
dificultades enfrentan el alumnado cuando se les ensefia con un modelo disefiado a partir de
una base formal matematica para el aprendizaje de los numeros naturales y los SMS

involucrados, usando la iteracion y recursividad para obtener el sucesor.

Como reflexidn de este proceso de investigacion, se llega a la conclusién que al trabajar un

Modelo de Ensefianza disefiado con una estructura matematica formal, abre un horizonte de



posibilidades para que los nifios desarrollen un pensamiento matematico desde los primeros

grados de educacion primaria.

Continuidad de la investigacion. - Se considera que es necesario recuperar la tradicion formal
matematica en la ensefianza, para potenciar el pensamiento abstracto, que les permita a los
alumnos acceder a niveles superiores de conocimiento matematico. Incorporar en la
formacion de maestros, la componente formal matematica en el curriculo de formacion

docente de las Escuelas Normales.

Como producto del proceso de investigacion se publicaron siete articulos y comunicaciones

a congresos (ver anexo 1).



1. PROBLEMA ARITMETICO DE
INVESTIGACION



Introduccion

En todos los espacios de la vida social el uso de los nimeros es una actividad cotidiana.
Desde el hogar a los nifios en edades tempranas se les motiva a realizar actividades que
implican acciones clasificar, seriar y ordenar, relacionadas con el conteo. Sin embargo, el
gue puedan expresar oralmente secuencias numericas, reconocer y dibujar algunos numerales
e incluso identificar algunas regularidades del sistema de numeracion, no significa que tengan
nociones aritméticas, ni que reconozcan que “...la numeracion tiene que ver con las reglas
sintacticas y fonéticas para expresar el nimero.” (GOmez, 1988, p. 17) Aun les falta
discriminar los diferentes usos de los numeros: contar, numerar, medir, operar y su sentido
ordinal ademas del cardinal (Gomez, 1988, p. 18 — 23). Una de las funciones de los sistemas
educativos es introducir las nociones de los nimeros naturales para establecer las bases del

desarrollo del pensamiento matematico infantil.

En muchos paises y en particular en México, el tratamiento de los niUmeros naturales en
educacion primaria enfatiza la cardinalidad en detrimento de la ordinalidad; convirtiéndose
en una carencia conceptual acerca de las nociones numéricas. La tradicion antigua de
ensefianza de las décadas 70’s y 80’s del siglo pasado, consideraba ambas componentes; sin
embargo, a partir de la adaptacion de las ideas de Piaget al disefio de la curricula se enfoco
en la cardinalidad de conjuntos, el conteo como la correspondencia uno — uno, numerar y
operar, entre otros usos. Aungue los programas de matematicas en la actualidad ya no tienen
ese referente tedrico, en la ensefianza se sigue trabajando de esa manera, predominando la
memorizacion, la ejercitacion de la secuencia contadora, la mecanizacion los algoritmos de

adicion y multiplicacion.

Si bien es cierto, que el proceso de desarrollo que siguen los nifios en la construccion
numérica, ha generado numerosas investigaciones; todavia no se ha podido determinar con
precision las dificultades que tienen los nifios para comprender y usar el concepto de nimero.

Aln quedan muchas lineas de investigacion por continuar y construir.

A partir de ahi, nos preguntamos si es posible avanzar en el tratamiento “paralelo” de la
cardinalidad y ordinalidad de los nimeros naturales sin que una componente eclipse a la otra,

a partir de una fundamentacion matematica formal.



Desde la mirada de la Matematica Educativa sostiene que las dificultades de aprendizaje de
los nifios no estan sélo en la ensefianza ni en los procesos de aprendizaje; estan
principalmente en la matematica, por lo que se considera necesario conocer con profundidad

la estructura matematica para trasladarla a la ensefianza.

A tal fin, de acuerdo con Filloy, Rojano & Puig (2008), es el analisis formal matematico lo
que permite observar el origen de la problematica al reducirla a sus elementos primarios. En
el caso de la construccién de los nimeros naturales, estos elementos primarios estan, de
acuerdo con el modelo formal de Von Neumann (Hamilton & Landin, 1961), en la iteracion

como la operacion mas basica y como base del proceso recursivo.

Siguiendo la misma légica de construccidn, en este trabajo se considera fundamental iniciar
el aprendizaje de los numeros naturales con el namero cero, como lo propone el modelo
matematico de Von Neumann, quien usa la teoria de conjuntos y encapsula la axiomatica de
Peano en el principio de induccion finita a través de la iteracion, para construir el sucesor a
partir de un namero finito de iteraciones usando un proceso recursivo, bajo la adaptacion de
Hamilton & Landin (1961).

Obijetivos y preguntas de investigacién

El Objetivo General de la investigacion fue estudiar la viabilidad de introducir un Modelo de
Ensefianza, disefiado a partir de un Modelo Matematico Formal para la construccion de los
numeros naturales, dirigido a nifios de los primeros ciclos de Educacion Primaria, trabajando

simultdneamente la ordinalidad y cardinalidad, incluyendo el cero.
De este objetivo General se desprenden tres objetivos particulares:

» Disefiar e implementar un modelo de ensefianza que traslade el Modelo Formal de

Von Neumann a secuencias de actividades concretas.

» ldentificar y explicar dificultades que tienen los nifios de los dos primeros ciclos de
educacion primaria en la construccion de los nimeros naturales cuando trabajan con
un modelo de ensefianza con base en el modelo de Von Neumann.

» Contrastar a través de la entrevista clinica las dificultades observadas durante la

experimentacion.



Para lograr estos objetivos se disefio el proyecto que sustenta esta tesis doctoral en tres fases:

1. Disefiar un Modelo de Ensefianza con base en Von Neumann, dirigido a nifios de 6 a

9 afnos.

Experimentar el modelo con tres grupos (1° 2° y 3° de educacion primaria e

identificar dificultades de aprendizaje.

Contrastar a través de la entrevista clinica las dificultades observadas durante la

experimentacion.

Para guiar estas fases se plantearon las siguientes preguntas de investigacion:

¢Qué elementos del modelo formal en los términos sefialados por Hamilton & Landin
(1961) se deben considerar para disefiar un Modelo de Ensefianza que se traduzca en

actividades concretas, dirigidas a nifios de 6 a 9 afios de edad?

¢Qué dificultades se pueden observar cuando los nifios trabajan a partir de la

construccion de los nimeros naturales, con base en ese Modelo de Ensefianza?

¢Cual es el efecto del Modelo de Ensefianza con relacion a las dificultades observadas
en su implementacion, una vez transcurrido un periodo aproximado de un curso

escolar desde su implementacion?

Marco tedrico

El sustento tedrico con que se organiza la investigacion lo conforman los Modelos Teéricos

Locales (MTL) y sus cuatro componentes: EI Modelo de Competencia Formal es la base

tedrica para el disefio del Modelo de Ensefianza; las actuaciones de los estudiantes son

interpretados a la luz de los Modelos de Cognicion y el Modelo de Comunicacion.

Disefio Metodologico

El desarrollo de la investigacion se realizo en tres fases, durante los ciclos escolares 2016 —

2017 y 2017 — 2018. La experimentacion se realiz6 en tres etapas, con la participacion de

tres grupos de los dos primeros ciclos de educacion primaria. Las sesiones fueron video

grabadas y transcritas para su analisis.



Fase 1

En esta primera fase se planeé el disefio del Modelo Teorico Local a partir de la estructura
matematica de Von Neumann para la construccion de los nimeros naturales, incluyendo el
cero, bajo la adaptacion de Hamilton & Landin (1961), traduciendo los elementos principales
en principios matematicos y después a secuencias de actividades en el disefio del Modelo

Ensefianza.
Fase 2

En esta segunda fase se experimentd el modelo de ensefianza con alumnos de tres grupos de
educacion primaria durante el ciclo escolar (2016 — 2017). Cada una de las sesiones fueron
video grabadas, para identificar dificultades que se presentaron durante el proceso y

explicarlas con los aportes de las componentes formal, cognicién y de comunicacion:
- Seidentificaron dificultades recurrentes que presentaron los alumnos.

- Para entender estas dificultades se disefiaron las categorias de andlisis, las cuales
fueron producto de las aportaciones de cada componente, organizdndolas en tres
bloques: Obstructores provenientes de procesos y conocimientos cognitivos;
Argumentos como procesos de Significacion y procesos de Dotacion de Sentido de
los SMS.

- Se explican las dificultades a la luz de las categorias.

Las dificultades que se identificaron en los estudiantes con las actividades de la secuencia

del Modelo de Ensefianza se tipificaron como sigue:

A. Uso de conocimientos pragmaticos y espontaneos de los nimeros en diversas

situaciones.
B. Uso semantico de los nimeros en acciones de representacion y conteo.
C. Uso sintéctico en las operaciones.

De la observacion de cada una de las sesiones, los ejercicios escritos y la actuacion de los
alumnos, se estructurd el perfil grupal. Con base en este diagndstico se establecieron los

criterios de seleccion de los nifios que participaron en la entrevista clinica:

a) Registro y anélisis Cuantitativo de respuestas a los ejercicios escritos de cada alumno.
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b) Andlisis Cualitativo de su desempefio en cada sesion grupal.

Por sus resultados cada alumno se clasifico en estratos (alto, medio y bajo), usando el modelo

tridimensional propuesto por Rojano (1985).
Fase 3

En la tercera fase se aplicé la entrevista clinica en el siguiente ciclo escolar (2017 — 2018),
con la finalidad de comparar si persistian las dificultades identificadas durante la

experimentacion, si se superaron o Si aparecieron nuevas.

Se aplicaron seis entrevistas, seleccionando un alumno representante de cada estrato, tres

nifios de 2° grado y tres de 4° grado.
Resultados
Se da respuesta a las preguntas que guiaron el proceso:

1. ¢Qué elementos del modelo formal en los términos sefialados por Hamilton & Landin
(1961) se deben considerar para disefiar un Modelo de Ensefianza que se traduzca en

actividades concretas, dirigidas a nifios de 6 a 9 afios de edad?

Los elementos que se deben considerar del Modelo de Von Neumann para el disefio de un

Modelo de Ensefianza, traducidos a principios matematicos:

El conjunto vacio como nimero cero.
- Construccion del sucesor.

- Todo conjunto esta ordenado por la manera de construirlo (definicion de los nimeros

naturales).

- El conteo es una relacion ordenada por el mismo proceso de construccion a partir del

uso del intervalo [1,n].

- Uso de la forma 10 + a para representar nimeros mayores de 10 en construccion de
la tabla de suma y la forma a - 10 + b, cuando el producto implica la iteracion del

numero diez como unidad, en la construccion de la tabla de multiplicacion.

2. ¢Qué dificultades se pueden observar cuando los nifios trabajan a partir de la

construccion de los nimeros naturales, con base en ese Modelo de Ensefianza?
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Dificultades recurrentes que se observaron:
Identificar el cero como numero.
Identificar el sucesor y antecesor de cualquier nimero.
Identificar el nUmero cero como conjunto vacio.
Reconocer que el cero es el Unico nUmero que pertenece a cualquier sucesor.
El cero es el Gnico nimero que no es un sucesor.
Todo sucesor contiene a sus anteriores.
Identificar el nUmero cero como punto origen en la recta

El uso de la forma a - 10 + b, para representar a los sucesores y productos mayores
de 10.

Con este analisis se planteo la pregunta:

3. ¢Cual es el efecto del Modelo de Ensefianza con relacion a las dificultades observadas
en su implementacion, una vez transcurrido un periodo aproximado de un curso

escolar desde su implementacion?
Una vez transcurrido un ciclo escolar, las entrevistas mostraron:

a) Nuevas dificultades, relacionadas con el uso de la relacion de clasficacion para
seleccionar objetos para formar conjuntos, el uso de las propiedades asociativa y

conmutativa en la resolucion de problemas.

b) Indicios de transicion hacia la generalizacion aritmética de acuerdo con el Modelo de

Von Neumann.
c¢) Indicios de Generalizacion hacia las nociones numeéricas y sus operaciones.

Como resultado de la investigacion se encontrd que existen posibilidades de potenciar el
aprendizaje de los nameros naturales incluyendo el cero. Que se pueden implementar

modelos de ensefianza con una base formal desde los primeros grados de educacion primaria.
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1.1. Importancia de la construccidn conceptual de los nimeros

El rumbo de la educacién en este siglo XXI, requiere reformar sus propuestas curriculares
con la finalidad de que nuestro pais esté a la vanguardia, que le permita alcanzar los
estandares de calidad educativa que propone la UNESCO. La intencién curricular del Plan
de Estudios 2011, pretende mejorar el desempefio académico de todos sus integrantes:
maestros, alumnos, y comunidad; asi como contar con materiales, infraestructura y recursos
didacticos; para que los estudiantes desarrollen su capacidad para resolver los problemas que

la vida cotidiana les presenta.

El Plan de Estudios vigente (SEP, 2011, p. 53) afirma que “...el estudio de la matematica
considera el conocimiento y uso del lenguaje aritmético, algebraico y geométrico, asi como
la interpretacion de informacion y de los procesos de medicion.” Los programas de estudio
estructuran los aprendizajes en tres ejes: Sentido numeérico y pensamiento algebraico, Forma
espacio y medida, Manejo de la informacion y Actitud hacia el estudio de las matematicas.
Los contenidos se organizan secuencialmente de lo simple a lo complejo. EI enfoque
didactico apuesta por una “... formacion matematica que permite a los individuos enfrentar
con éxito los problemas de la vida cotidiana, lo que depende en gran parte de los
conocimientos adquiridos y de las habilidades y actitudes desarrolladas durante la educacién
basica.” (SEP, 2015, p. 65). La Ensefianza de las matematicas se concreta en secuencias de
actividades llamadas Desafios Matematicos como estrategia pedagogica, para que los nifios
y docentes desarrollen herramientas matematicas que les permita poner en practica sus
conocimientos matematicos. Como parte de las orientaciones didacticas, se sugieren
diferentes formas de interaccion: individual, en parejas, en equipos y grupalmente; que los
alumnos intenten resolverlos en un primer momento para después compartir con sus
comparieros sus procesos Yy resultados, momento fundamental para reflexionar y analizar sus

dificultades y aciertos.

Sin embargo, en la practica se observa que los maestros trabajan los desafios como lecciones
o ejercicios, de forma individual, los dejan de tarea en casa, los califican perdiendo la esencia

metodologica para promover la creatividad y gusto por las matematicas.

Con estas acciones se rompe con el sentido pedagdgico de la evaluacion como un proceso de

valoracion y andlisis de los procedimientos que realizaron para consensar los mas factibles y
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econémicos, las dificultades que tuvieron y como lo resolvieron; no respetan su secuencia
gradual en torno a la complejidad conceptual. El resultado de esta situacion es comdn
observar practicas docentes centradas en el uso de ejercicios fotocopiados (de libros de
matematicas que no tienen coherencia con el enfoque metodoldgico de la asignatura de

matematicas), incluyendo mecanizacion de algoritmos de aditivos y multiplicativos como los

siguientes:
845 935 834
+ 356 - 237 X 46

Reyes Jaramillo y Ramos Palacios (2017), investigaron las dificultades que tienen los
profesores para el manejo de los libros de texto y sus orientaciones didacticas y encontraron
que

...el 58% de los profesores los emplean para reafirmar el contenido y verificar qué aprendieron

como ejercicio individual (...) el 33% coment6 que son (tiles para evaluar de manera formativa

(...) y el 16% los califica y son evaluaciones formales. (Reyes Jaramilllo y Ramos Palacios,

2017, p.7),
Se aclara que este trabajo no tiene la intencién de problematizar sobre las dificultades que
tienen los profesores en el manejo de las orientaciones didacticas para trabajar los Desafios
Matematicos, propuestos en el curriculo oficial; sin embargo, es otro problema que se debe

atender.

Por otro lado, al revisar los contenidos tematicos que estructuran el Eje Sentido Numérico y
Pensamiento Algebraico del Programa oficial de matematicas de Educacion Primaria (SEP,
2011), para el aprendizaje de los numeros naturales, se observa que predomina el enfoque
cardinal por encima del ordinal. Se pueden encontrar una gran cantidad de actividades de
cardinalidad en el libro Desafios Matematicos para el alumno de primer grado (SEP, 2015),
se proponen actividades relacionadas con acciones para comparar e igualar conjuntos como
se muestra en la figura 1 (SEP, 2015, p. 12); conteo de la secuencia numérica hacia adelante
y hacia atras <ver la figura 2> (SEP, 2015, p. 13 y 15); descomposicion de nimeros (figura
3).
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Marca en cada ficha con una v la parte que tiene mas
puntos.

Dibuja los puntos que faltan para que las dos partes de
cada ficha sean iguales.

iContar para atras!

En grupo, canten “La gallina papanatas”. W

La gallina papanatas En grupo, canten “Los diez perritos”.

puso un huevo en la canasta

puso dos Yo tenia diez perritos, De los cuatro que quedaban,
pusores uno se lo llevé Irene, uno se fue con Andrés,
puso cuatro
ple ya nomas me quedan nueve. ya nomas me quedan tres.
puso seis
puso siete De los nueve que quedaban,  De los tres que me quedaban,
puso ocho uno se lo di al jarocho, uno se enfermo de tos,
puso nueve ya nomas me quedan ocho. ya nomas me quedan dos.
puso diez
¢quieres que te cuente otra vez? De los ocho que quedaban,  De los dos que me quedaban,
uno se fue con Vicente, uno se quedo con Bruno,
W ya nomas me quedan siete. ya nomas me queda uno.
En grupo, canten “La gallina papanatas” a partir del
numero que diga el profesor o un compafiero. Por ejemplo: De los siete que quedaban, Este uno que quedaba,
uno se lo di a Moisés, se lo llevé mi cufiada
La gallina papanatas ya nomas me quedan seis. y ya no me queda nada.
puso tres huevos en la canasta
puso c‘:"m De los seis que me quedaban, Cuando ya no tenia nada,
p:::ocs:f: uno se fue para un circo, la perra estaba cargada
puso siete ya nomas me quedan cinco.  y ahora ya tengo otros diez.
puso ocho
puso nueve De los cinco que quedaban,
puso diez uno se quedo en el teatro,

cquieres que te cuente otra vez?

ya nomdas me quedan cuatro.

Fig. 2. Conteo Creciente y Decreciente
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Encuentra la suma

En equipos, elijan dos numeros de la primera tabla para
completar las operaciones de la segunda tabla.

Ejemplo:35=30+5

10 1

20 2 14 = -

30 3 74 = +

40 4 38=___ +__
50 5 56 = +

60 6 92 = +

70 7 12=__  +__
80 8 61=__  +_
90 9 83 = +

Fig. 3. Descomposicion de numeros

Mientras que para la componente ordinal s6lo hay un contenido tematico en todo el programa
de Educacion Primaria, el cual esta traducido en el libro de texto para el alumno de primer
grado en dos Desafios: “Carrera de autos” (SEP, 2015, p. 39) en esta secuencia de
actividades los nifios tienen que colorear los coches de acuerdo con el orden de llegada a la
meta (figura 4) y “Animales en orden” (SEP, 2015, p. 40) donde la tarea consiste en que los
nifios deben conjuntar el juego de cartas ilustrado con imagenes de animales con el juego de

cartas ilustrado con nimeros ordinales (figura 5).
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w i;l Animales en orden l

-
De manera individual, sigue las indicaciones en esta

carrera de automoviles. Consigna

En equipos, jueguen con el material recortable de las

Colorea de rojo el auto que esta en primer lugar. péginas 131135,

1

2. Pon un tache al que va en séptimo lugar.

3. Pon una palomita al que esta en cuarto lugar.

4. Encierra en un circulo al que va en décimo lugar.

5. Colorea de azul al que esta en octavo lugar. 8 El maestro tomara una tarjeta de los dos juegos y

6. Colorea del color que tu quieras cualquiera de los leera lo que contienen, por ejemplo, “tiburén, sexto”,
autos que quedan. Escribe junto a él qué lugar ocupa e, Cada equipo debera colocar el tiburén de su juego
en la carrera.

Sobre la mesa hay un juego de tarjetas con animales
° y otro juego de tarjetas con nimeros ordinales.

de tarjetas junto a la que tiene escrito el nimero

\9’ 'é’ correspondiente en el sexto lugar.

N

. Cuando el maestro termine de leer las tarjetas de
ambas columnas, vean qué equipos acomodaron
correctamente las 10 tarjetas. Estos equipos ganaran
un punto.

3. Después de cinco rondas, ganara el juego el equipo

que sume mas puntos. o\ »

Fig. 4. Carrera de autos Fig. 5. Animales en orden

La conceptualizacion del cero como nimero natural no esta presente. El trabajo comienza en
el Desafio 9 “Competencias”, con una actividad para completar la secuencia numérica que
inicia con el nimero cero, para llegar al nimero cien (SEP, 2015, p. 25) ver figura 6.

17



W

De manera individual completa la sucesion numérica
hasta llegar al 100.

1 3 ) 7 9
n 13 15 17 19
21 23 25 27 29
31 33 35 37 39

Fig. 6. Completar la serie numérica

A partir de esta actividad, en las siguientes lecciones se usa el cero como cifra, en la

resolucion de problemas, como se ve en el ejemplo de la figura 7 (SEP, 2015, p. 41).

Pedro y Guadalupe vendieron paletas en su escuela
durante cuatro semanas. Querian juntar dinero para
comprarle un regalo a su abuelita. Registra quién de los
dos junté mas dinero cada semana.

Primera semana ‘ Segunda semana
Qe eeD
| Pedro
@eoe
\ Guadalupe ‘ Guadalupe
cQuién juntd mas dinero? <Quién juntd menos dinero?

Fig. 7. El cero como cifra en la resolucion de problemas
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1.2. Sobre los Modelos de Ensefianza

En los modelos de ensefianza desde mediados del siglo X1X hasta la década de los 80°s y
90’s del siglo XX, se favorecia la construccion de los nimeros naturales como cardinales y
ordinales, incluyendo el cero, relacionado con las nociones de “no tener o valer nada” y de

representacion de “la columna vacia”.

Conviene sefalar que las raices de estos modelos se encuentran en la Aritmética para nifios
de Condorcet (1854), Moyens d’apprendre a compter (Maneras de aprender a contar), que
destaca por su trascendencia e influencia historica al ser la primera obra elemental para la
instruccion publica seleccionada en un concurso publico en Francia. Esta obra plantea que
los nimeros naturales se construyen agregando un elemento para obtener el siguiente, hasta
llegar a 9. La decena se compone con el 1y 0y los nimeros subsecuentes: diez y uno, diez
y dos, diez y tres ... en vez de once, doce, trece... Para las decenas se hace el mismo
procedimiento: agregar una unidad del siguiente orden para tener veinte, treinta, cuarenta...
hasta llegar a la centena. Para el cambio de unidad, propone la regla: “...la siguiente unidad
se va a escribir con tantos ceros como nueves tenga: 9 — 10, 99 — 100; ...” (Condorcet, 1854,
p. 22).

Un ejemplo de libro para nifios que sigue este modelo es la Aritmética del Parvulo (Aguado,

1940), en las figuras 8 a 11 se muestran las lecciones | a IV:

La Leccion | empieza por el nimero uno y sigue con la secuencia contadora, mostrando el

sentido ordinal y cardinal de los nimeros como signos que representan cantidades.
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Fig. 8. Leccién I: La unidad e inicio de la secuencia contadora
En la leccion Il se introduce el sentido de cardinalidad de los nimeros digitos y el cero

después del nueve.

Fig. 9. Leccidn II: La cardinalidad de los nimeros y la introduccién del cero
En la leccion Il se aborda el sentido ordinal de los numeros y explica que se forman

afiadiendo siempre uno mas al anterior, comenzando a partir del uno.
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Fig. 10. Leccion I11: Como se forman los nimeros

En la leccidn 1V se introduce el concepto de decena a partir del diez, que es uno mas que el

nueve, como denominacion de diez items juntos.

Fig. 11. Leccion 1V: La decena
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1.3. Breve conceptualizacién de la nocién de nimeros naturales

Desde el punto de vista de la epistemologia de los niumeros naturales, en este trabajo no
hemos considerado la discusion Cantor — Peano, dado que para Cantor (Mosterin, 2000, pp.
15 — 17), pero el numero se asocia a la cardinalidad de un conjunto y el conteo a la
correspondencia biunivoca entre conjuntos equipotentes; los numeros se construyen
separados unos de otros; el orden se da a partir de la relacién de inclusién entre conjuntos.
Para Peano, los nimeros se construyen desde una perspectiva ordinal, asociada a la
axiomatizacion a partir de la idea del sucesor. Estas contribuciones han permitido
conceptualizar a los ndmeros naturales y han permeado las propuestas curriculares en
educacion primaria. En ese sentido, este trabajo se propone un modelo formal matematico

distinto que recupera ambas aportaciones.

El modelo matematico de J. Von Neumann (Mosterin 2000, pp. 186 — 188) es poco conocido
y abordado en la investigacion educativa. Sin embargo, su estructura propone una logica de
construccién que precisa de un SMS que involucra simultineamente ordinalidad y
cardinalidad, a partir de la construccion del cero como conjunto vacio y como nimero que
es el unico que sumado o restado a cualquier nimero siempre lo deja igual. Este modelo
encapsula en laiteracion el principio de induccion finita de los axiomas de Peano, donde todo

numero es construido a partir de un nimero finito de iteraciones, empezando por el cero.

El interés de esta investigacion retoma la adaptacion que hicieron Hamilton & Landin (1961)
del Modelo formal de Von Neumann, porque su base conceptual formal matematica de
construccion de los nimeros naturales, es una posibilidad no trabajada ni analizada por la
investigacion en Matematica Educativa, a excepcion del acercamiento que Filloy (1999) ha

realizado y la investigacion de Maravilla (2011) con alumnos de educacién preescolar.

La plataforma conceptual de Von Neumann usa la iteracion como la operacion mas basica y
como principio del proceso recursivo, partiendo del cero y la nocién de sucesor, lo que
constituye una posibilidad para desarrollar un pensamiento formal matematico en la escuela

primaria.
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2. MARCO DE REFERENCIA
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2.1. Investigaciones sobre los procesos de construccion de los nUmeros naturales

En la investigacion educativa han emergido lineas tedricas provenientes de la psicologia, para
comprender la evolucién de la cognicion de los individuos, el desarrollo procesos de
generalizacion y abstraccion del conocimiento. En Matematica Educativa siguen siendo un
referente esencial para estudiar y comprender los procesos de aprendizaje que promueven el

desarrollo del pensamiento matematico.
2.2. Influencia piagetiana en la Investigacion Educativa

La contribucion de Piaget sobre el desarrollo del proceso cognitivo se ha centrado el
funcionamiento de la inteligencia o desarrollo intelectual desde su génesis, inicia sus
observaciones desde el nacimiento de los nifios. Da cuenta de la influencia del contexto
psicosocial que rodea al infante, el tiempo y el espacio. Su perspectiva tedrica precisa que
inteligencia y pensamiento son distintos, aunque se desarrollan de manera paralela:

La inteligencia es la solucién de un problema nuevo para el sujeto, es la coordinacion de los

medios para alcanzar un cierto objetivo que no es accesible de manera inmediata: mientras que

el pensamiento es la inteligencia interiorizada y se apoya no ya sobre la accion directa sino sobre

un simbolismo, sobre la evocacién simbolica por el lenguaje, las imagenes mentales, etc., que

permiten representar lo que la inteligencia sensorio-motriz, por el contrario, va a captar

directamente. Hay una inteligencia antes del pensamiento, antes del lenguaje. (Piaget, 1980, p.

18).
El proceso desarrollo del pensamiento comienza desde los primeros meses de vida, pero no
es lineal, hay una reconstruccion de las acciones a los esquemas, con el uso de las invariantes
funcionales (Piaget, 1980, p. 27). El proceso comienza con el desarrollo de las “...praxias o
acciones (...) que son (...) sistemas de movimientos coordinados en funcién de un resultado
0 de una intencion.” (Piaget 1980, p. 77). Los actos que aparecen antes de ellos son actos
reflejos, movimientos sin control del sujeto, los cuales son caracteristicos durante el primer
mes de vida. Cuando

...las praxias comportan dos posibles formas de coordinaciones, (...) la primera esta

constantemente en accién y la segunda puede superponerse o derivarse de ella. Llamaremos a la

primera coordinacién interna: la que reine muchos movimientos parciales en un acto total, ya

sea que algunos de estos movimientos parciales hayan existido previamente en estado aislado

(...) o bien que estén coordinados desde el principio, o incluso que resulten de una diferenciacion

progresiva durante las coordinaciones graduales.
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Llamaremos coordinaciones externas a las coordinaciones de dos o0 mas praxias en una nueva

praxia total de orden superior, ... (Piaget, 1980, pp. 77 y 78).
La organizacion de las acciones da lugar a la siguiente categoria: los esquemas: “Un esquema
es la estructura o la organizacion de las acciones, tales como se transfieren o se generalizan
con motivo de la repeticion de una accién determinada en circunstancias iguales 0 analogas”
(Piaget & Inhelder, 1984, p. 20). Las acciones y esquemas se activan por los estimulos
externos que interpelan al infante. Las operaciones son la organizacion de los esquemas que
posibilitan el desarrollo de las nociones de objeto permanente, conservacién de la materia,
cantidad, peso y volumen. La organizacion de las operaciones permite la consolidacion de

las operaciones formales o estructuras.

El paso de las acciones a las operaciones es posible a partir de las invariantes funcionales,
que constituyen el proceso recursivo en el que la asimilacion, acomodacion y equilibrio como
el proceso regulador, van a permitir el paso de la accién a la operacién. Referirse a la
operacién implica que los sujetos pueden establecer relaciones de reversibilidad,
“llamaremos operaciones, acciones reversibles y acciones que se coordinan unas con otras
en sistemas de conjunto...” (Piaget, 1980, p. 25) para dar cuenta de la transformacion de una
accion sobre un estado inicial, reconociendo las propiedades del objeto (Piaget & Inhelder,
1984, p. 55).

2.2.1. Piagety la Abstraccion Reflexiva de los nimeros naturales

Para Piaget (Deafio y Delval, 1982), las operaciones son acciones ldgicas de pensamiento
interiorizadas, reversibles por medio de las cuales los sujetos desarrollan un sistema
estructurado para comprender y usar los simbolos socialmente convencionales, de tal forma
que se pueden establecer y desarrollar conocimientos en todas las areas. Los nifios poco a
poco van desarrollando la capacidad de ir estableciendo las relaciones numéricas conforme
vayan comprendiendo y las relaciones entre la reversibilidad y transitividad. Este proceso no
es inmediato, implica consolidar la nocién de conservacion para reconocer las
transformaciones de los objetos, del espacio y tiempo. Descubrir ... la conservacién de la
sustancia es hacia los siete — ocho afios, del peso a los nueve — diez y del volumen a los once
—doce ...” (Piaget & Inhelder, 1984, p. 102).
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La nocidn de conservacion implica transformaciones reversibles: inversiones o reciprocidad;
la reversibilidad es la clave para desarrollar el pensamiento operatorio, usando la nocion de
agrupamiento de clases (aditivos o multiplicativos) y grupo INRC (ldentidad, Negacion,
Reciprocidad, Correlatividad) y el reticulo, para realizar desplazamientos conceptuales que
den cuenta de un pensamiento operatorio estructurado. “Los esquemas operatorios, por tanto,
han de ser considerados como estructuras actualizadas, que implican las diversas
posibilidades implicitas en el todo estructurado, es decir, en la forma de equilibrio de las

operaciones proposicionales.” (Deafio y Delval, 1982, p. 77).

Con el comienzo de la reversibilidad se construye la representacion conceptual (Piaget &
Inhelder 1984) y el establecimiento de las relaciones de inclusion, orden y clasificacion de
los objetos; con la relacion de transitividad se consolida el razonamiento légico —
matematico, como producto de las experiencias del sujeto. Este proceso depende
directamente del ambiente favorecedor y la convivencia con los otros, para contar con
mayores oportunidades de consolidacion de sus estructuras l6gico — matemaéticas, en especial
la génesis del numero (Piaget, 1984). Con la conservacion de la materia, el peso y el volumen
los sujetos pueden establecer las relaciones de clasificacion, seriacion y ordenacion de los
objetos del mundo cotidiano. A través de la clasificacién agrupan los objetos usando el
concepto de pertenencia; con la seriacion establecen relaciones entre varios objetos y al
ordenarlos hacen comparaciones y aplican criterios de jerarquia entre ellos. Estas relaciones
se consolidan con la transitividad, reciprocidad y reversibilidad. Asi la conservacién de
namero les permitird comprender la variacion de la cantidad, posicion y forma. Las nociones
de conservacion seran fundamentales en la transicién de la accion a la operacion. La
coordinacion de las acciones se conforma con el proceso de la asimilacion para conferir

diversos significados a los objetos a través de la acomodacién.

Para Piaget, la constitucion de las estructuras numéricas comienza a partir de que las nociones
de conservacién son posibles, entonces pueden establecer la seriacion de objetos, la
clasificacion (clases y subclases) y el establecimiento de orden. Las nociones de conservacion
permitiran el acercamiento a la estructura de nimero. “El numero es por lo tanto solidario
con una estructura operatoria de conjunto, sin lo cual no hay aun conservacion de las
totalidades numeéricas independientemente de su disposicion figural.” (Piaget, 1975, p. 12).

Considera una “...estructuracion légica de la construccién de numero a partir de los
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agrupamientos...” (Piaget, 1975, p. 12). Este proceso evolutivo les permite usar la
conservacion de la cantidad para hacer comparaciones entre muchos, pocos, mas, menos,
ancho, alto... para establecer un orden entre los objetos, seriarlos creciente y decreciente o

con algun otro criterio.
2.2.2. Refutaciones a Piaget

En investigaciones recientes de neurociencia Dahaene (2016, pp. 70 - 72) ha demostrado que
la nocién de conservacion de Piaget es ambigua, puesto que la metodologia que uso para dar
cuenta de la conservacion de cantidad tiene que ver con las caracteristicas de los objetos que
usé y la forma en que se les pregunt6 a los nifios, pues cuando se les cambia los objetos
(piedras o fichas) por dulces, su respuesta es totalmente aritmética en relacion con la
cantidad. El sentido que los nifios dan a las actividades esta centrado en las acciones y no en

el lenguaje.

El contexto y las palabras utilizadas por el experimentador para formular las consignas puede
propiciar “...que los nifios se confundan y crean que se les pide que evalGen el largo de las
filas, méas que su numerosidad” (Dahaene 2016, p. 72). Por ejemplo, cuando se les propone
a los nifios comerse los dulces una de las dos hileras, generalmente eligen la que tiene mas,
sin poner atencién en la longitud de la hilera. Otra de las refutaciones proviene de las
psicologias soviéticas representadas por Galperin (1976) y Talizina (2001), quienes no estan
de acuerdo con Piaget en que desarrollo del pensamiento operacional sea hasta la

adolescencia.

Si estamos de acuerdo con el punto de vista de Piaget, entonces no es necesario
estudiar las matematicas antes de la adolescencia o estudiarlas de manera inadecuada
y acostumbrarse a los malos resultados en esta materia. (...) Por el contrario, si
reconocemos la naturaleza social de las leyes del desarrollo de la psique del hombre
y, entre ellas, las del intelecto, entonces se resolveran de otra manera los problemas
de la aplicacion del pensamiento 16gico y de las correlaciones entre la ensefianza y el
desarrollo (Talizina, 2001, p. 11).

2.3. Perspectivas soviéticas: Teoria de la Actividad y las Acciones Mentales

La herencia de Vigotsky ha sido fundamental para la investigacion en diversas areas de la

educacion, particularmente para comprender los procesos que se generan en las actividades
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de aula. La referencia para este trabajo de investigacion se retoma la aportacion de su
discipulo y colaborador P. Y. Galperin (1976), como fundador de la Teoria de la Actividad
y Talizina (2000, 2001) quien colabor6 con Galperin y continu6 su investigacion después de
su muerte. Ella se especializa en el aprendizaje y la ensefianza de las matematicas, ha
desarrollado investigacion en algunas universidades de México y América Latina. Sus
aportaciones representan quiza una oportunidad para observar las acciones que realizan los
nifios, cuando usan material manipulable en las actividades matematicas, asi como la relacion

entre la accion y la operacion como procesos de pensamiento.

En este enfoque teorico, la relacion sujeto - objeto genera procesos de significacion mediados
por la actividad que los individuos hacen sobre los objetos, con el uso de instrumentos
socioculturales como las herramientas linglisticas, los codigos y los signos. El lenguaje y sus
cddigos de signos son herramientas que constituyen una experiencia histérico - cultural, en
la que los sujetos a través de su accion mediada por los usos en la interaccion social pueden
internalizar el conocimiento a través del desarrollo de la “psique humana”. La accion es la
base organizacional de la actividad social. Los signos son producto de la evolucion
sociocultural y su manifestacién en el lenguaje, constituyen una de las herramientas de
mediacion. El desarrollo psicolégico posibilita al sujeto interiorizar el proceso de las

transformaciones cualitativas en tres momentos:
a) La percepcion del sujeto actta de manera confusa en un primer momento;

b) La ejercitacion de sus funciones psicoldgicas le va a permitir la toma de decisiones,

el uso de la memoria, del pensamiento y del lenguaje;

c) El uso de las funciones superiores le facultara el control de la accién y podra contar
con la capacidad de regular su accion voluntaria, ser consciente de su toma de

decisiones, la implicacién social de ellas y usar los signos como mediadores.

Galperin (1976) y Talizina (2001) estructuran la Teoria de la Actividad por etapas de las
Acciones Mentales, afirmando que se requiere de la l6gica como la ciencia para comprender
el proceso de construccién del pensamiento, a partir de la descripcion del paso de la actividad
externa hacia la actividad interna en la psique del hombre. Dado que el desarrollo de las
capacidades humanas son producto de la interaccion social, los conocimientos son una fuente

de experiencias sociales que constituyen los elementos de las acciones del hombre. “La
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accion es aquella unidad que tenemos para utilizar para el analisis de cualquier proceso de
aprendizaje.” (Talizina, 2001, p. 12), “...constituye el acto de la actividad vital del sujeto.”
(Talizina, 2000, p. 14). La accién como proceso intermedio y la operacién como la
automatizacion que depende de la accién, son los procesos que permiten la relacion de la
actividad y la construccion de significados. A través de las acciones mentales, en el proceso
de ensefianza y aprendizaje, se plantean cinco etapas: motivacional, base orientadora de la

accion, material, verbal y mental.

Etapa motivacional. - Es permanente, su influencia es positiva, es el objetivo de la actividad,
en un primer momento permite al sujeto la formacion del sentido, para poder resolver con las

herramientas que ha construido, apropiarse de nuevos conocimientos a través del aprendizaje.

Base Orientadora de la Accion. - Permite al sujeto obtener informacion sobre el objeto de
estudio, asimilandolo ordenada y sistematicamente, de acuerdo con las actividades que va a
realizar, asi como con las acciones y operaciones que intervienen o se requieren para

comprenderlo.

Material. - El sujeto va a planear y ejecutar la accion, apoyandose con el uso de material
concreto, mapas mentales, dibujos, esquemas y signos. Esta etapa, es un ejemplo del esbozo
I6gico semidtico de como los nifios pueden estructurar distintos cddigos para resolver

distintas situaciones matematicas.

Verbal. — En esta etapa se da el paso de la accion al lenguaje verbal (oral o escrito) a través
de la socializacion, el sujeto pone en préactica la reflexion sobre su accion, logrando la

generalizacion y su autonomia.

Mental. - En esta ultima etapa de manera progresiva el sujeto sintetiza todo el proceso
partiendo de la accion a la automatizacién y al pensamiento reflexivo para desarrollar a través

de la abstraccion y la argumentacion la comunicacion de las ideas y conceptos.

Para Talizina (2001) el concepto del nimero es una de las dificultades que no han podido ser
atendidas adecuadamente, lo que conlleva a deficiencias en el aprendizaje del conocimiento
matematico de los nifios. Asegura que la I6gica esta presente en cualquier concepto formal o
informal y constituye el sentido de construccion. Con estos referentes es necesario
preguntarse sobre los usos de los nimeros en su caracter absoluto, ya que a los nifios se les

ha ensefiado que los nimeros van cambiando de acuerdo con la secuencia numérica, pero
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cuando se les plantea una situacion en la que no necesariamente el 8 es mayor que el 5, ellos
pueden entrar en conflicto. Por ejemplo, si se les pregunta quién es el mas grande,
generalmente responden el 8, pero cuando los situamos en magnitudes la situacion puede
cambiar, como cuando se trata de unidades diferentes: 8 centimetros y 5 decimetros. O bien,
seis monedas de dos pesos y una moneda de diez pesos. Generalmente el contexto social
permite convertir la experiencia social en una experiencia individual, al momento de

descubrir el caracter relativo de los nimeros.
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2.4. Influencia de las teorias cognitivas y su impacto en la Investigacion en Educacion

Matematica

Una de las preocupaciones de la investigacion educativa ha sido entender los procesos de
construccion del pensamiento numérico en nifios, como se desarrollan los procesos
cognitivos de los nifios en edades tempranas. A continuacion, se mencionan algunos

referentes que han impactado en la investigacion y en el disefio curricular.

a) Kamii (1989). - Retoma el planteamiento piagetiano para explicar como se desarrolla
el conocimiento fisico, l6gico matematico y social en nifios desde la educacion
preescolar hasta la educacion primaria. Parte del supuesto de que “...el conocimiento
I6gico-matematico consiste en la relacion creada por cada individuo” (Kamii, 1989,
23). La conceptualizacion de numero “... es una relacién creada mentalmente por
cada persona” (Kamii, 1989, 23). Es un proceso evolutivo que va de lo concreto a lo
abstracto, donde el papel de la ensefianza va a ser fundamental, para brindar al nifio
las herramientas Iudicas que le permitan representar las acciones a través de la palabra

o el dibujo, con el apoyo de simbolos y signos (figura 12).

Ejemplos de la distincién piagetiana entre simbolos y signos y su relacion independiente
con la expresién del conocimiento ldgico — matemdtico.

El ndmero “8"
(un signo)

e

"

Ocho galletas en un
dibujo

Ocho palotes

Ocheo dedos

(simbolos)
La palabra “ocho
{un signo)

La idea de “ocho”
(conocimiento légico — matematico)

Fig. 12. Esquematizacion del uso de simbolos y signos (Kamii, 1989, p. 30)
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b)

Para ella, la nocion de nimero parte del principio del orden, por lo que las acciones
de clasificacion, seriacion y ordenacion son fundamentales. La inclusion va a
posibilitar que los nifios vayan “reinventando la aritmética”, al reconocer por ejemplo
que en el numero ocho, estan incluidos los nimeros uno, dos, tres, ... ocho. Este

proceso lo esquematiza en la figura 13.

El término ocho empleado en (a) para reféeirse sélo al iltimo elemento y en (b) para refirirse a
todos los elementos con la estructura de inclusion jerdrquica.

Fig. 13. Inclusion jerarquica para la representacion
del nimero ocho (Kamii, 1989, p. 28)
Para Kamii, la ensefianza tiene el compromiso de brindar todas las posibilidades para
que los nifios interactien con el mundo fisico, para desarrollar su conocimiento

I6gico-matematico, a través de la abstraccion constructiva.

Bermejo (1990). - Para este autor, las aportaciones piagetianas son el soporte de su
propuesta, la cual esta dirigida a enriquecer la ensefianza de las nociones numeéricas.
Considera que la percepcion de la numerosidad comienza a desarrollarse en los nifios
de manera precoz (Bermejo, 1990, p. 19), en contraste con la numerosidad relativa.
Retoma los procesos de investigacion de sus antecesores Piaget y Szemiska 1941,
Koehler 1951, Gelman 1982, Starkey, Spelke y Gelman 1983, entre otros, para

enriquecer la ensefianza de las matematicas en la escuela basica.

Castro, Rico y Rico (1988). - Sus aportaciones ha enriquecido la investigacion de las

nociones numéricas. Si bien retoman los aportes piagetianos, en la manera de como
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d)

f)

9)

aprenden los nifios y como la ensefianza los promueve, consideran las criticas que
han surgido a los planteamientos tedricos de Piaget (Castro, Rico y Rico 1988, p. 65),

para comprender su impacto en las teorias del aprendizaje en la ensefianza escolar.

Gomez (1988). - Aporta elementos con fundamento matematico que han servido para
orientar y fundamentar la investigacion en educacion matematica y en la didactica de
las matematicas. Su impacto ha salido de Espafia hacia América, especialmente en

México en diferentes instituciones de investigacion en Matematica Educativa.

Puig y Cerdén (1988). - Proponen una linea de investigacion trazada por Freudenthal
para el tratamiento del concepto de numero. Identifican cuatro maneras de acceder al
concepto: NUmero para contar, Nimero de la numerosidad, NUumero de medir y
Numero de calcular, de acuerdo con las diferentes acciones, usos y contextos. Con
relacién a las operaciones distinguen al menos tres aspectos: conceptual, algoritmico
y algebraico. Su propuesta también ha sido de gran impacto para las investigaciones

centradas en la resolucién de problemas escolares.

Carpenter, Moser & Romberg (1982). - Ha sido otra linea de investigacion que
retoma las aportaciones de la perspectiva cognitiva, para comprender la complejidad
que implica el desarrollo de los conceptos numéricos en nifios pequefios. Para ellos
la relacion que hay en la estructura semantica de las situaciones numéricas, influyen
en las estrategias que usan los nifios para resolver problemas aditivos, asi como las
diferentes maneras de representacion que implementan. El contexto va a definir
factores linglisticos y culturales para contribuir en el desarrollo de diferentes

patrones de actuacion (Carpenter, Moser & Romberg 1982, viii).

Fuson (1982). - Sus aportaciones han sido de gran trascendencia en la investigacion
en educacion matematica, se ha enfocado en el proceso que siguen los nifios en el

conteo y los procesos de resolucion de problemas aditivos.
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3. MODELOS TEORICOS LOCALES
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Por su estructura los Modelos Tedricos Locales constituyen un marco teérico y metodolégico
para la observacion experimental en la investigacion en Matematica Educativa. Los MTL
tienen su origen en los trabajos de investigacion de Rojano (1985). Para esta investigadora la
observacion empirica es la principal herramienta para comprender los procesos cognitivos
que se articulan en la competencia formal y pragmatica, su interés esta centrado en la
comprension de los fendbmenos que se desarrollan en los procesos de ensefianza y aprendizaje

en las aulas.

El sentido de lo Local esta focalizado en fendmenos especificos, con actores especificos, en
donde se pueda tomar en cuenta las cuatro componentes de competencia formal, cognicion,
comunicacion y del modelo de ensefianza, para proponer “...disefios experimentales ad-hoc
que arrojen luz sobre las interrelaciones y opciones que tienen lugar durante la evolucion de
todos los procesos pertinentes relacionados con cada una de las componentes” (Filloy, 1999,
p. 7). Al centrarse en las actuaciones de los participantes durante los procesos educativos, se
puede observar como se estan construyendo los procesos de pensamiento a través del
intercambio de mensajes con contenido matematico entre los sujetos con distintos grados de

competencia en el uso de los SMS, para crear textos matematicos.

Los procesos de lectura/transformacion permiten ir concretando eslabones en el camino a la
abstraccion. Durante este proceso, cada participante va instrumentando estrategias y codigos
personales para producir significados intermedios, en la resolucion de situaciones

problematicas en las que se involucran.

Las observaciones empiricas de los procesos de descodificacion de problemas matematicos
que realizan los alumnos requieren un analisis detallado de los bosquejos de solucion. Esto
implica “...la conveniencia de que el observador cuente con una competencia de uso de los
SMS mas abstracto que englobe todos los utilizados en el proceso observado.” (Filloy, 1999,
p. 7) Dicho de otra manera, “...el observador, necesita contar con un modelo formal descrito
en un SMS maés abstracto que el utilizado por los sujetos observados: los aprendices, los
ensefiantes y el mismo observador cuando se ve involucrado en el intercambio de

mensajes...” (Filloy, 1999, p. 8).

Los disefios experimentales tienen la intencion de analizar la informacién que permita

comprender las dificultades a las que se enfrentan los actores en situaciones problematicas
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para observar las interacciones y contraposiciones de las cogniciones que se ponen en juego

en el espacio textual; como se van construyendo los intertextos a través del modelo de

ensefianza especifico con un soporte en el modelo formal y qué competencias comunicativas

usan para decodificar y codificar los mensajes, asi como las dificultades o posibilidades

tienen para realizar un esbozo l6gico semiético de la situacion problematica.

La estructura de los MTL esta organizada en cuatro componentes:

a)

b)

Modelo de Competencia Formal. - En esta componente se presenta el referente
matematico abstracto y sus aplicaciones. El analisis de la fenomenologia de
Freudenthal, sobre la naturaleza de los objetos matematicos como un concepto
matematico, una estructura o una idea matematica, “...que Se construyen como
medios de organizacion (...) como fendmenos tanto del mundo real como de las
matematicas (...), sus propiedades, las acciones que hacemos sobre ellos o las
propiedades de esas acciones, para cuya organizacion han sido creados los objetos
matematicos”, permite analizar el proceso de construccién de los objetos matematicos
mediante la accion educativa. En ésta ultima, la relacion entre significado y sentido
posibilita explicar la semiosis matematica como un proceso que remite a un mundo

de productos de otras semiosis (Puig, 1994, p. 9).

Lo formal matematico considera los fendmenos que estan organizados en las
matematicas tomadas en su estado en el momento actual y considerando su uso actual.
Este referente constituye la base conceptual para trasladarlo a fendmenos del mundo
de los alumnos, constituyendo campos semanticos para darles sentido y significado
para quien lo usa, lo lee y lo reescribe como producto de sus referentes socioculturales
0 epistémicos. Puig (1994, p. 11) menciona que, si la interpretacion es acertada, la

produccidn de sentido dara significado matematico.

Modelo de Cognicion. - En esta componente se identifican y analizan los procesos
cognitivos gque se ponen en accién para desarrollar el pensamiento matematico y su
comunicacion, es decir, la expresion y representacion de las ideas matematicas a
través de codigos establecidos convencionalmente. Para ello, se orienta la atencion
para desarrollar procesos de comprensién de los textos matematicos, apoyados en la

memoria para desencadenar procesos de analisis y sintesis articulados con el uso de
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la I6gica en distintas situaciones matematicas, lo que a su vez posibilita acciones y
actuaciones heuristicas ligadas a la promocién de la generalizacion y la abstraccion,

dando nuevos usos de los SMS de la matematica escolar (Filloy ,1999, p. 37).

Las situaciones problematicas que se les proponen, pueden ser situaciones reales o
situaciones escolares, para ser transformadas en textos matematicos, a través de los
procesos de lectura/transformacion y las representaciones mentales que les permiten
el disefio de esbozos ldgico-matematicos de solucién. Aunque el uso de la sintaxis y
cédigos en un principio puede no ser congruente desde un punto de vista
convencional. Este proceso de transicion puede considerarse como un proceso
intermedio, en el que la convencionalidad se va a adquirir poco a poco,
desencadenando procesos de analisis 16gicos cada vez mas abstractos. La memoria
ayuda a los estudiantes a desarrollar procesos de representacién cada vez mas
convencionales, establecimiento de inferencias que les permitira ir descubriendo las
relaciones matematicas involucradas. Estos procesos constituyen la base de la
mecanizacion como producto de procesos memoristicos y que aunado a la préctica
intensa permitiran el uso de representaciones de las expresiones y operaciones
convencionales. En una situacion de ensefianza y con la intencién de que los
estudiantes logren transitar de un estrato de lenguaje SMS concreto a uno mas
abstracto, los procesos que se producen de forma recurrente Filloy, Rojano & Puig
(2008, pp. 164 — 166) las denominan tendencias cognitivas:

1. Presencia de un proceso de abreviacion de los textos concretos para poder producir reglas

sintacticas nuevas.
2. Dotacidn de Sentidos intermedios.
3. Retorno a situaciones mas concretas, cuando se presenta una situacién de analisis.
4. Laimposibilidad de desencadenar operaciones que podian hacerse momentos antes.
5. Lecturas hechas en estratos de lenguaje que no permitiran resolver la situacion problematica.
6. Articulacion de generalizaciones errdneas.

7. La presencia de mecanismos apelativos que centran el desencadenamiento de procesos

erroneos de resolucion.

8. La presencia de mecanismos inhibitorios.
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9. La presencia de obstrucciones provenientes de la seméantica sobre la sintaxis y viceversa.

10. La generacion de errores sintacticos debido a la produccion de codigos personales

intermedios, para dotar de sentidos a las acciones concretas intermedias.

11. La necesidad de dotar de sentidos a las redes de acciones cada vez més abastractas hasta
convertirlas en operaciones.

c) Modelo de Ensefianza. — Esta componente es la traduccion del modelo formal
matematico a una secuencia de actividades que permite la produccion de una sucesion
de textos matematicos, ... como el resultado de un trabajo de lectura/transformacion,
hecho sobre un espacio textual...” (Filloy, 1999, p. 65). Estos textos son tambiéen
llamados intertextos matematicos que modelan situaciones matematicas, con
lenguajes que van de lo concreto a lo abstracto, con codigos intermedios y el uso de
los SMS para desarrollar gradualmente las habilidades matematicas y conocimientos
pragmaticos, sintacticos y semanticos que la experiencia escolar y cognitiva aporta a
los nifios (Filloy, Rojano & Puig, 2008, pp. 124 - 125).

d) Modelo de Comunicacidn. - Esta componente se fundamenta en la semiotica de Peirce
(1987) para identificar y entender como son los procesos de produccién de sentido y
significado que se generan en el aula, en la interaccion de los alumnos con diferentes
grados de competencia de los SMS involucrados en la construccion de los conceptos
matematicos y los codigos que se generan para crear los textos matematicos

abstractos.

En esta investigacion el disefio del MTL para el aprendizaje de los nimeros naturales se
centra en identificar dificultades que tienen los alumnos del primer y segundo ciclo de

educacion primaria, cuando se les ensefia con la base formal matematica de Von Neumann.
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3.1. Disefio de un MTL para la construccion de los nimeros naturales
3.1.1. Modelo de Competencia Formal
3.1.1.1. Breve Epistemologia de la construccion los nimeros naturales

Para la Matematica Educativa entender y comprender las dificultades de aprendizaje, es
necesario partir de las matematicas, de bases sus formales. Siguiendo la tradicién de
Freudental, se requiere caracterizar fenomenolégicamente el proceso de construccion
histérica del concepto matematico en cuestioén, en nuestro caso la construccion de los
nameros naturales (Filloy, 1999, p. 56). Este proceso implica realizar una reconstruccion

historica sobre las conceptualizaciones de los nimeros naturales (Freudenthal, 2002).

Historicamente el hombre tuvo la necesidad de representar los conteos simbdlicamente,
usando diversos registros como marcas como puntos y rayas sobre tablas, huesos, piedras,
nudos y otros objetos; o bien, usando su cuerpo para poder contar como una técnica corporal,

método que aun persiste en algunas comunidades indigenas (Ifrah, 1988, pp. 33 — 37).

Matematicos griegos se esforzaron por entender qué son los nUmeros naturales,
enfrentandose a contradicciones y debates para definirlos, algunos las relacionaron con
proporciones numéricas y gracias a Eudoxo se consolida “... la teoria de las proporciones
expuesta por Euclides” (Dedekind, 2014, p. 15), lo que permitio entender la precision de la

razén entre magnitudes incomensurables, consolidando la base de una nueva aritmética.

La influencia de los arabes esta presente en la Edad Media, permitiendo la introduccién del
sistema de numeracion posicional utilizado en el calculo. En 1585, Simon Stevin propone
una definicion: “namero es aquello mediante lo que explica la magnitud de una alguna cosa”
(Dedekind, 2014. p. 16).

Aunque Dedekind compartié ideas con Cantor, no escribié sobre temas cantorianos
relacionados con la teoria de conjuntos, Sin embargo, su obra “;Qué son y para que sirven

los nimeros?” repercutié en la teoria de conjuntos (Dedekind, 2014, p. 57).

Cantor y Frege fueron los primeros en teorizar a los nimeros. Para Cantor los nimeros
naturales son cardinales finitos, pero no precisé que era la finitud (Mosterin, 2000, p. 47).
Las aportaciones de Frege fueron mas rigurosas, para él los nimeros se refieren a conceptos

y No a cosas. Propone:
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“... definir recursivamente los numeros naturales del siguiente modo:
a) El nimero 0 corresponde al concepto P, si ningin objeto cae bajo P.
b) El nimero n + 1 corresponde al concepto P si hay un objeto a, tal que a cae bajo P y el himero n
corresponde al concepto < cae bajo P, pero es distinto de a >” (Mosterin, 2000, p. 49).
Para Frege, la conceptualizacion de numero implica dos partes: definir al nimero como

cardinal y definir al nimero natural o finito.

Peirce (1881) en “On the logic number” presenta una logica para comprender si las
proposiciones sobre los numeros son verdades probadas. Afirma que “...l0os objetos de un
sistema con un relativo fundamental de cantidad se llaman cantidades y el sistema se Ilama
sistema de cantidad.” (William, 1999, p. 599). Para ello define cantidad simple, cantidad
maltiple, cantidad discreta, cantidad semi-infinita, definiciones relacionadas con el orden
(sucesor y antecesor). Mas tarde Zermelo (Mosterin, 2000, p. 46) ofrece una nueva prueba

para demostrar el teorema del buen orden y la teoria con conjuntos infinitos.

John Von Neumann resuelve las complejidades conceptuales de sus antecesores al definir a
los nimeros como ordinales:
“...cada ordinal es el conjunto de todos los ordinales precedentes. Este conjunto estd bien ordenado por
la relacién € de pertenencia o, si se prefiere, por la equivalente relacion < de ser menor que (entre
ordinales). En efecto, un ordinal a precede a otro 8 si y solo si « € 8, lo cual equivales decir que a <

B. Asi, 0 es el conjunto vacio, 1 es el conjunto cuyo Unico elemento es 0, 2 es el conjunto cuyos elementos

son 0y 1, y asi sucesivamente.” (Mosterin, 2000, p. 1987).
3.1.1.2.  El ndmero cero

Los nameros son una construccién y abstraccion social que posibilitaron el desarrollo de las

civilizaciones humanas, en contraste con los origenes del nimero cero.

Los egipcios (1700 A. C.) representaban al cero con un signo nfr. “Hacia el afio 700 A. C. se
encontrd una tablilla en la antigua ciudad mesopotamica de Kish, un signo que se parece a la
forma actual del nimero cero” (Garcia del Cid, L. 2010, p. 15). Pero eso no significa que ya
tenia una connotacion conceptual numérica. En América, hay evidencia de que los mayas en
el afio 36 A.C. usaban el nimero cero. Pero de acuerdo con Garcia del Cid (2010, pp. 51- 52)
fueron los hindues quienes formalizaron el valor de vacio con un uso matematico. Otra

evidencia se encuentra en Europa (SXII) con Fibonacci a través de su obra Liber Abaci, quien
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lo introdujo por primera vez en Europa. Lo relaciona con la palabra “zehirum” que més tarde

derivo en cifra y cero (Boyer, C. 1986, p. 327).

Siguiendo este hilo de ideas, Garcia y Arias (2019) dan el crédito a Brahmagupta (siglo VII)
de considerar el cero como un numero, diferenciandolo de ser un digito marcador de posicion,
explicandolo como un operador: “El resultado de restar un nimero de si mismo y apuntar
algunas propiedades del nuevo nimero: cuando el cero se suma o se resta a una cantidad esta

permanece inalterada”.

Estas aportaciones permitieron sistematizar la aritmética; sin embargo, hasta nuestros dias el
numero cero, es un concepto complejo que implica una construccion cultural. Se usa de

manera cotidiana con diferentes significados y sentidos.

Después de esta breve fenomenologia historica de la conceptualizacion de los nimeros
naturales y el cero, en el siguiente apartado se presenta con mas detalle la construccion

conceptual de los nimeros naturales propuesta por John Von Neumann.
3.1.1.3.  Conceptualizacién de los Nimeros Naturales de John VVon Neumann

John Von Neumann (1923) propone construir el conjunto de los nimeros naturales como
numeros ordinales. Esta plataforma tedrica tiene como base un sistema formal expresado en
axiomas, lo que constituye un sistema logico. Para evitar las paradojas ldgicas establece
diferencias entre conjuntos y clases. Si bien todo conjunto es una clase, no toda clase es un

conjunto. En este sentido conjunto se refiere aquellas clases que pertenecen al conjunto.

El principio “...de orden de un conjunto bien ordenado seria la clase de todos los conjuntos
bien ordenados isomorfos con é1.” (Mosterin, 2000, p. 186). Sin embargo, esta situacion llevo
a contradicciones dentro de la misma teoria intuitiva de conjuntos, a lo que Von Neumann
demostré que en lugar de “...identificar un ordinal con una enorme clase de conjuntos
isomorfos entre si, propuso identificarlo con un representante (un elemento) particular de esa
clase, con la que desaparecen los peligros asociados a la gran cardinalidad y se simplifica la
teoria.” (Mosterin, 2000, p. 186). Entonces se tiene que: “Cada ordinal es el conjunto de todos

los ordinales que lo preceden” (Van Heijenoort, 1967, p. 347).

En la adaptacion que hacen Hamilton & Landin (1961) del modelo formal de Von Neumann,

consideran que su conceptualizacion es un proceso complicado y que no basta nombrar los
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nimeros o establecer una correspondencia uno — uno, estos autores consideran que es
necesario construirlos ordinalmente. El proceso comienza con la construccion del cero como
el primer namero, con el recurso de la iteracidn se construyen los sucesores. La iteracién es
el proceso que se repite una y otra vez. Choate, Devaney y Foster (1999, pég. IX) afirman:
“Iterar significa repetir algo una y otra vez”. Es decir, el procedimiento que se hizo para el
primer elemento se hace para el segundo, para el tercero y asi recursivamente, dicho de otra
manera: el paso n + 1 se obtiene directamente del paso n. El procedimiento recursivo es la
ejecucion inicial que se repite exactamente para el caso anterior. Con la recursion se puede
definir una funcidén para todos los ordinales, basta hacerlo con el primero que es el cero y se

realiza el mismo proceso para los demas.

“El teorema de la recursion transfinita nos permite definir una funcién para todos los
ordinales, definiéndola para el 0 y, suponiendo que ya esté definida para un ordinal
cualquiera a, definiéndola para a + 1, y, suponiendo que ya esté definida para todos los

ordinales menores que un ordinal limite A, definiéndola para A.”” (Mosterin, 2000. p. 188).

Asimismo, este autor afirma que “una funcién computable puede definirse también como
funcion recursiva. Toda definicion recursiva es computable, y a la inversa, toda funcion
computable es recursiva”. M&s adelante refiere: “... una funcion es recursiva si y solo si es
computable...” (Mosterin, 2000, p. 295).

De la secuencia de contenidos de Hamilton & Landin (1961), se retoman las ideas
fundamentales del Modelo matemético de Von Neumann, traduciéndolas en el modelo de
ensefianza. Con el simbolo (Pi) se presentan como los principios matematicos que son el

soporte de estas secuencias de actividades, como se presenta a continuacion:

Pi1. La construccién recursiva se inicia con la definicion de: “Cero es el vacio; i. e., 0

= (3, enseguida se plantea la definicion del uno.

P2. Una vez que se define al cero, se inicia la construccion recursiva con la definicion
del uno: “1 = {0} = 0 U {0}", de manera similar se construyen los nimeros siguientes
(Hamilton & Landin, 1961, p. 76).

0= @

1={2}
2={2,{2}}
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3={2.{2}. {9 {2}}}
4={0,{0}, {2, {2}} {2.{2} {2 {2}}}}
5=1{9, {2}, {9.{2}}, {2, {2}, {2.{2}}}, {9, {2} {9, {F}}, {@{D}. {D, {D}}}}5-

Y asi sucesivamente.

Si los ordinales estan ordenados por la relacion de pertenencia, setieneque0 €1 € 2 € 3 ...
Entonces “...cada conjunto bien ordenado es isomorfo a cada uno de estos ordinales de VVon
Neumann” (Mosterin, 2000, p. 187).

P3. Se introduce la definicion del sucesor:

“El conjunto x U {x} es el suceso del conjunto x . Si y es un conjunto y si hay un
conjunto x tal que y es el sucesor de x, entonces y es un sucesor. Para cada conjunto x, el
sucesor de x es x’ .

Porlotanto, 1=0°, 2=1°, 3=2’, etc. (Hamilton & Landin, p. 77)
La notacién x U {x} da cuenta del proceso de construccién bajo la denominacién del

sucesor, lo que lo denota como x’.
Cada uno de estos conjuntos es € — ordenado.

Que un conjunto A sea € —ordenado significa que, para todo x y paratodo y en A, se cumple

solo una de estas condiciones:
X €Yy, xX=y, 0 YyEx

P4. Para que n sea un nimero natural, debe satisfacer las siguientes condiciones (Hamilton &
Landin, p. 81):

Un ndmero natural es un conjunto n tal que:

a) mneseE —ordenado,

b) Cada subconjunto no vacio de n posee un elemento principal,
c) Si x€En, entonces x cn,

d) Si  m noestavacio entonces n es un sucesor,

e) Si x €n,yx no esta vacio entonces x es un sucesor.

Ps. Después se introduce la nocién de intervalo “Sia,b € N,[a,b] = {x x ENya <
x yx < b}’ (Op. cit. p. 97) para definir el conteo. Esta definicion se apoya en los intervalos
de laforma [1,n] de la siguiente manera: “Contar un conjunto A es una correspondencia uno-
uno ¢: [1,n] - Aentre [1,n] y A4, donde n € N.” (Op. Cit. p. 99).

Una vez definido el conteo, se define la cardinalidad como el resultado del conteo:
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Si n es el resultado de un conteo de A, entonces A tiene n elementos, o el nimero de elementos en A es
n, o la cardinalidad de A es n. Esto también lo denotamos como la cardinalidad de A por #(A). (Op. Cit.
p. 101)

Ps. En la adicion, si Ay B son dos conjuntos disjuntos donde m y n son los cardinales de

Ay B respectivamente, entonces AU B es m + n.

La suma se obtiene de manera natural como una cadena de sucesores, n’ =n + 1, donde el
10 es el sucesor del 9: 9= 9 4+ 1 = 10. Una vez que se precisan las propiedades de la
adicion (conmutativa, asociativa), se construye la tabla de suma (Hamilton & Landin 1961,
p. 109), donde el nimero de cada celda es el sucesor del nimero de la celda anterior; los

numeros mayores de 10 se representan como 10 + a, siendo a un digito (figura 14).

n
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10
m

o o1 2 | 8 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9 | 10

2 2|3 4 5 6 7 8 9 10 10+1 | 1042
3 3|4 5 6 4 8 9 10 10+1 | 10+2 | 10+3
4 4|5 [ 7 8 9 10 10+1 | 1042 | 1043 | 10+4
5 5|6 7 8 9 10 10+1 | 104+2 | 1043 [ 1044 | 1045
6 617 8 9 10 1041|1042 | 104+3 | 10+4 | 10+5 | 10+6

7 718 9 10 10+1) 1042 | 10+3 | 10+4 | 1045 | 1046 | 1047

8 819 10 10+1 | 1042 [ 1043 | 1044 | 10+5 | 10+6 | 10+7 | 10+8

9 9 {10 [ 1041 | 10+2 | 1043 | 10+4 | 10+5 | 10+6 | 1047 | 10+8 | 10+9

Fig. 14. Tabla de Suma

Para la multiplicacion se parte del producto cartesiano: “Si m,n € N, el ndmero
#([1,m] x [1,n]) es el producto m - n (o mn). Entonces [1,m] X [1,n] es finito” (Op.
Cit. 110). Define las propiedades conmutativa, asociativa y distributiva de la multiplicacion
de numeros naturales y construye la tabla de multiplicacion (Hamilton & Landin 1961, 111)
mediante la descomposicion del multiplicador nen (n — 1) + 1, para obtener los productos
con base en el producto inmediato anterior ya conocido, los escribe como a - 10 + b,

donde a 'y b son digitos (figura 15).
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0|00 0 0 0 0 0 0 0 0

1|01 2 3 4 5 6 7 8 9

2 10|2 4 6 8 10 10+2 10 +4 10+6 10+38
3 10]|3 6 9 10+2 1045 10+8 (2-104+1(2-104+4(2-10+47
4 104 8 10+2 10+6 |2-10 2-10+4]2-104+8(3-10+2|3-10+6
5 |0|5 10 1045 (2-10 2-1045|3-10 3:104+5|4-10 4:10+5
6 |0|6|10+2 10+8 |2-10+4[3-10 3-10+6(4-10+2|4-10+8|5-10+4

7107(10+4|2-10+1(2-10+8(3-10+5|4-10+2)|4-10+9|5-10+6(6-10+43

8 [0|8|10+6(2-10+4|3-10+2|4-10 4-10+8(5-10+6|6-10+4|7-10+2

9 |0/9|10+8|2-10+7|3-1046|4-10+5(5-10+4|6-10+3|7-10+2|8-10+1

Fig. 15. Tabla de multiplicacion

A continuacion, se presenta un ejemplo para el nimero 7 para ilustrar el proceso:

2-7=(1+1)7=1-74+1-7=7+7=10+4,
3.-7=02+1)7=2-7+1-7=(10+4)+7

=10+ (4+7)=10+(10+1)=(10+10)+1=2%10+1

y asi sucesivamente.
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3.1.2. Modelo de Cognicién
3.1.2.1.  Procesos cognitivos, teoria de la actividad

El sustento tedrico de esta componente son las aportaciones de Talizina (2000 y 2001) para
entender el transito de la accion a la operacién y consolidar la abstraccion matematica. A
partir de las aportaciones de Galperin (1976, p. 27), propone el desarrollo de la Accién como
eje fundamental de la psique y la memoria para la formacion de habitos. La accion esta
directamente relacionada con la actividad psiquica de los sujetos, esta organizada, como una
funcion cerebral exclusiva del ser humano. A través de las acciones se pueden establecer
comparaciones para formar significados del mundo que los rodea. (Galperin, 1976, pp. 75 -
83). En la condicion humana el pensamiento estd ligado a las “...necesidades, los
sentimientos y la voluntad (...) que desde el punto de vista psicolégico no son otra cosa mas
que formas diferentes de actividad orientadora del sujeto en diferentes situaciones

problematicas y ante diferentes procedimientos de solucion” (Galperin, 1976, p. 84).

Las acciones implican la actividad psiquica del sujeto siempre tienen un objetivo “...a partir
de la imagen de la situacion.” (Galperin, 1976, p. 123). La accion tiene diferentes niveles:
fisica, fisioldgica, del sujeto y de la personalidad. “La accion fisica constituye el contenido
béasico del concepto de accidn (...) consisten en el mundo inorganico el mecanismo productor
de la accion es indiferente al resultado que provoca...” (Galperin, 1976, p. 128). En la accién
fisioldgica existe el interés por el resultado de la accion. La accion del sujeto es la reflexion
de una accidn ante el éxito o el fracaso, para reforzar u orientar. Finalmente, en la accion de
la personalidad se consideran los factores de contexto que influyen en la actuacién de los
sujetos. La correlacion de estos niveles se va dando de manera evolutiva, dando lugar al

ejercicio de la conciencia. (Galperin, 1976, pp. 130 — 131).

La accion y la actividad son subjetividades que le pertenecen al sujeto, constituyen una
estructura de la actividad psiquica, que tienen un objetivo, un motivo y un objeto al que se
dirige la accion. (Talizina, 2000, p. 14). La experiencia es una practica histérica social de la
experiencia humana, que permite la formacion de las capacidades humanas, con el apoyo de

las generaciones adultas.

El proceso empieza desde el nacimiento y en las instituciones se va fortaleciendo. El

desarrollo sensorial constituido por la atencion que implica la concentracion voluntaria para
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memorizar significados que le permitan interactuar con el mundo. De ahi se establece la
relacion entre el pensamiento y lenguaje. Las actividades que los nifios van realizando con
los simbolos y los signos les permiten sustituir, codificar, esquematizar y modelar una
situacion, concepto u objeto (Talizina, 2000, p. 44); mientras que “...la imaginacion es la
formacion psicologica nueva, central, que garantiza la preparacion para los estudios
escolares.” (Talizina, 2000, p. 45), lo que les permitira desarrollar la reflexion como un acto
inminente de la conciencia humana para desarrollar la habilidad de argumentar y explicar la
realidad. (Talizina, 2000, p. 47). En sintesis, las acciones se pueden orientar, ejecutar,
controlar y corregir. (Talizina 2000, p. 115). De acuerdo con esta postura, hay acciones
especificas para la formacion de los conceptos mateméticos, mismas que nos interesa

recuperar para entender la actuacién de los nifios.

Este proceso de transformacion del objeto inicial se realiza a través de la asimilacion y
ejecucion de las acciones realizadas por los infantes. El desarrollo de la asimilacion requiere
a su vez de otros procesos: la percepcion, atencion y memoria, que permitirdn una
asimilacion profunda, en la que se utilizan otro tipo de acciones, por ejemplo:
“...comparacion, deduccion de consecuencias, clasificacion.” (Talizina, 2001, p. 34). Con
dichas acciones los sujetos pueden establecer diversas relaciones entre los objetos, precisar
sus semejanzas y diferencias, encontrar clases y subclases. Para Galperin ... el pensamiento
se considera actividad cuando se tienen en cuenta los motivos del hombre (...); el
pensamiento interviene en un aspecto procesual cuando se estudian los procesos de analisis,
sintesis y generalizacion mediante los cuales se resuelven las tareas mentales” (Galperin,
1975, p. 139).

“La accion posee la misma estructura que la actividad: el objetivo, el motivo, el objeto hacia
el cual va dirigida la accién, ...” (Talizina, 2000, p. 14). Al identificar la accion como el acto
de la actividad del sujeto y como unidad de analisis del aprendizaje, en este sentido la accién

adquiere relevancia para su comprension en este trabajo de investigacion.

Las acciones se constituyen en la relacion con la imagen (sensorial, perceptiva y abstracta).
“Ninguna imagen, sea sensorial o abstracta, puede ser obtenida sin la accion correspondiente
al sujeto” (Talizina, 2000, p. 14). La percepcion como imagen sensorial, es el resultado de

acciones perceptivas. Con estos referentes, Talizina llega a la conclusion de que “El concepto
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es el producto de diferentes acciones cognitivas del hombre dirigidas hacia aquellos objetos,

cuyos conceptos se estan formando™ (Talizina, 2000, p. 14).

Los diferentes tipos de acciones son articuladas y organizadas a través de la asimilacion, para
poder establecer semejanzas, diferencias, clases y subclases entre los objetos matematicos
(Talizina 2001, 34) con ello ir construyendo gradualmente conceptos matematicos (Talizina,
2001, p. 37). “Con la teoria de la asimilacion, se podra entender y dirigir los procesos de
asimilacion y formar las acciones cognoscitivas y los conocimientos relacionados con estas

acciones, con cualidades establecidas anteriormente” (Talizina, 2001, 13).

Esta autora sefiala que la ensefianza debera proponer actividades para que los nifios ejerciten
diversas acciones, desarrollen el uso de las operaciones cognitivas para sustituir, codificar,
decodificar, esquematizar y modelar situaciones problematicas o conceptos matematicos
(Talizina, 2000, p. 44) y se familiaricen con el uso de simbolos y signos matematicos. Sin
embargo, es necesario considerar que las experiencias adquiridas en el contexto familiar,
escolar, cultural y social pueden generar obstructores cognitivos que dificultan el paso de las

acciones a las operaciones para la construccion de conceptos matematicos.

“P. Ya. Galperin, (...) lleg6 a la siguiente conclusion: los conceptos mateméticos pueden
formarse de manera completa, s6lo después de la previa asimilacion de las operaciones
matematicas generales, de los conceptos y de las relaciones.” (Talizina, 2001, p. 49). Este
proceso continua desarrollandose para acceder a escenarios mas complejos, para consolidar
la asimilacion del concepto como producto del «...trabajo con las habilidades logicas y
simbdlicas (...) que gradualmente, pasa a niveles mas complejos de actividad, los cuales se
consideran las tareas de seriacion y clasificacion, asi como en las tareas sobre la actividad de

signos y simbolos.” (Talizina, 2001, p. 57).
3.1.2.2. Teoria de la actividad y el desarrollo de las habilidades aritméticas

La construccién del concepto matematico implica un proceso ldgico, en el que intervienen
diferentes tipos de acciones. Accion de induccion al concepto, en la cual es necesario sefialar
las caracteristicas de los objetos para incorporarlos a una clase; después establecer los
criterios de pertenencia a un conjunto, esta accion permite a los sujetos establecer
comparaciones, seleccionar y discriminar a los objetos por su condicién. La Accion de

Deduccién le permite identificar de manera intuitiva caracteristicas y propiedades de los
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conceptos matematicos, generalizar la informacién obtenida y analizada a otras situaciones
similares y expresar posibles conclusiones. Con la Accion de comparacion, puede ubicar y
discriminar el concepto de los demas, establecer relaciones de acuerdo con sus caracteristicas
esenciales y especificas. La Accion de Clasificacion le permite usar las relaciones de clases
y subclases, permite identificar las caracteristicas de los objetos y los conceptos. Las
Acciones de seriacién y ordenacion para ubicar a cada elemento de acuerdo con sus

caracteristicas relacionadas con las de los otros.

En la consolidacion de la asimilacion intervienen las acciones interrelacionadas, junto con
los procesos de atencion, observacion, percepcién y la memoria, constituyendo la base del
concepto y del conocimiento. “La definicion del concepto incluye el contenido de la base

orientadora de esta accion” (Talizina, 2001, p. 32)

La asimilacion gradual de conceptos, permitiran a los alumnos establecer distintas
propiedades, como son el caracter relativo y absoluto. “La experiencia muestra que, los
conceptos relativos producen mayores dificultades en los escolares, que los conceptos
absolutos” (Talizina, 2001, p. 25), lo que se puede observar en los procesos de representacion
de los nimeros. “El namero es la relacion entre aquello que se somete a una valoracion
cuantitativa (longitud, peso, volumen, etc.) y el patron que se utiliza para dicha valoracion.”
(Talizina, 2001, p. 25). En este ejemplo, la nocién de nimero no sélo es la comparacion en
la magnitud, la inclusion o el orden, pues se trata de una construccion conceptual compleja,
pero fundamental para constituir las bases de un pensamiento matematico formal. La
asimilacion tiene en la imaginacién una de las funciones cognitivas mas importantes,
estructura a partir de la interrelacién de la percepcion, memoria y atencion las acciones

necesarias para la construccion de las nociones de nimero en los nifios en edad escolar.
3.1.2.3.  Procesos cognitivos: Percepcidn, atencion y memoria

La percepcion, atencion y la memoria, son los procesos cognitivos indispensables para
profundizar en el procesamiento de la informacion, permite al sujeto transformarla y
representarla de manera abstracta, logrando interpretar, entender, comprender y transmitir

diversos significados, en diferentes momentos y contextos.

Percepcion. - toda la informacién que llega a través de los sentidos, se procesa a través de

la percepcidn; sin embargo, la interpretacion y entendimiento que nos lleva a deducciones y
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representaciones puede no ser real. Dado que la interpretacion de lo que vemos, olemos,
escuchamos o sentimos puede ser ilusoria. Esta va a depender de las experiencias anteriores
que tengamos, de la informacion que ya se tiene almacenada en la memoria, el tipo de
atencion selectiva que hemos venido desarrollando. Lo importante de este proceso, es la
informacién de como y de donde la capta; lo que podemos aprovechar en la comprension de
la actuacion de los sujetos en relacion con la asignacion de sentido a las actividades que se
les proponen con una intencion educativa. Por esta razon, es necesario que la ensefianza
promueva habilidades para observar y percibir propiedades y relaciones de los objetos
(Talizina, 2000, p. 39).

Atencion. - a traves de este proceso se activan los receptores para seleccionar la informacion,
procesarla, inhibirla o separarla (Smith & Kosselyn, 2008, p. 106). Dichas acciones se
realizan de acuerdo con los intereses de los sujetos. Smith & Kosselyn (2008, p. 107)
retoman de Posner & Boies los tres componentes de la atencion: ...orientacion a los sucesos
sensoriales, deteccion de sefiales para un procesamiento enfocado y mantenimiento de un
estado de vigilancia o alerta.”
El manejo de la atencidn es una de las metas de quienes dirigen cualquier acto educativo, pues
si bien es un mecanismo de seleccién de la informacién, «...puede ser motivada por factores
enddgenos como nuestras metas (...) o por factores exégenos como un estimulo destacado o
nuevo...” (Smith & Kosselyn, 2008, p. 147).
En la actividad escolar, es necesario que la ensefianza disefie mecanismos para motivar la
atencion, En nuestro caso, serd un proceso que analizaremos para comprender qué tipo de
estimulos son captados por los nifios en la realizacion de actividades numéricas con base en

el modelo formal matemético de VVon Neumann.

Memoria. - A través de este proceso cognitivo, se retiene y evoca la informacion que ha sido
atendida y registrada, para ser evocada en las situaciones que los sujetos las requieran. La
memoria es el componente que se comienza a desarrollar desde los primeros meses de vida,
pero aclara que “...el problema de la memoriaes (...) un problema de delimitacion. No toda
la conservacién del pasado es memoria (...) se conserva por su funcionamiento” (Piaget,
1984, p. 86). Ademas de que no todos los recuerdos son reales; o bien hay recuerdos que se
han construido sin haber vivido la experiencia. Smith y Kosselyn (2008, p. 228) afirman que

“...existen numerosas formas de errores de memoria, entre los que se incluyen el sesgo, la
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atribucion errénea y la sugestion”. A través de la memoria se realizan los procesos de
codificacion de la informacién, la cual puede tener diferentes formatos. Esta informacion va
a ser la base del conocimiento. “El conocimiento interpreta los recuerdos, confiere
significados a las palabras y produce las representaciones que subyacen a los pensamientos.”
(Smith & Kosselyn, 2008, p. 195). La informacion puede estar almacenada por periodos
cortos o largos -memoria a corto o largo plazo- en este proceso activo la primera esta
vinculada directamente con la percepcion, que corre el riesgo de no ser almacenada; mientras
que la segunda ird a formar parte de la representacion cognitiva. La informacion va
constituyendo la base del conocimiento que los sujetos van conformando; les permiten
consolidar las bases de la representacion conceptual. EI conocimiento se va construyendo
para “...representar en varios formatos, incluyendo imagenes descriptivas, analisis de
caracteristicas, simbolos amodales y modelos estadisticos” (Smith & Kosselyn, 2008, p.
195). Estas representaciones van a conformar conocimientos de categorias para formular

deducciones o interpretaciones de la informacion a la que estan expuestos los sujetos.

El uso de la memoria a largo plazo posibilita la codificacion de la informacion. De acuerdo
con Smith & Kosselyn (2008, pp. 201 — 202) existen cuatro tipos de memoria a largo plazo:

declarativa o explicita, episodica, semantica y operativa o de trabajo.

- La memoria declarativa o explicita nos permite recordar conscientemente la
informacion, es flexible y posibilita formar la representacion de la memoria

unificada.
- La memoria episodica implica evocar acontecimientos en el pasado personal.

- La memoria semantica se refiere al conocimiento en general con la que podemos
asignar significados a través de las palabras, conceptos, propiedades e

interrelaciones.

- Lamemoria operativa o de trabajo se mantiene por poco tiempo, esto ocurre antes de
pasar a la memoria a largo plazo, ya que siempre esta activa y es susceptible de ser
usada en cualquier momento. Permite a los sujetos el anlisis y la sintesis para la
formacion de conceptos y significados; asi como procesos de pensamiento complejo.
Se apoya en el uso de la atencidn selectiva, para realizar procesos reversibles, que le

permiten establecer deducciones y conjeturas; el control de la conducta que implica
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“...multiples facetas y posiblemente implique una serie de mecanismos.” (Smith &
Kosselyn 2008 p. 291). Sin embargo, si esta informacion no se usa puede quedar en

el olvido o no ser susceptible de significacion.

Para nuestra investigacion, el aporte de esta componente nos permitié entender y comprender
los procesos cognitivos que los nifios desarrollaron para darle sentido a la l6gica de
construccion de los nimeros naturales, con base en el modelo matematico de Von Neumann,
articulado con la teoria de las acciones y los procesos de asimilacién. Se identificaron
obstructores provenientes de los conocimientos previos y de las maneras como los nifios han
aprendido las nociones numéricas que les generan dificultades semanticas, sintacticas y

pragmaticas.

Derivado del analisis de las actuaciones de los nifios en las actividades de la entrevista,
relacionadas con la construccion de los nimeros, fue necesario revisar la propuesta tedrica

de Fuson (1982), para comprender el significado de los procesos de conteo.

“El proceso de conteo deriva de un proceso llamado contar todo.” (Fuson, 1982, p. 67) Contar
todo, significa nombrar la tltima entidad de la secuencia numérica, lo que esta relacionado
con el sentido de cardinalidad. En este conteo los nifios usan sus dedos, objetos, marcas en
papel o representaciones mentales. Las marcas en papel y las representaciones mentales son
niveles de mayor abstraccion. El uso de sus dedos u objetos, implican que hay contacto con

el propio cuerpo, lo que es necesario para activar los procesos cognitivos.

De acuerdo con el avance del sentido de nimero cardinal, los nifios van a desarrollar distintos
niveles de conteo. “Fuson nos presenta una secuencia de desarrollo que toma en
consideracion tres aspectos: el nombre de los nimeros, su estructuracion y las practicas de

conteo asociadas” (Chamorro, 2005, p. 161).

Fuson propone cinco niveles de actuacion (Chamorro, 2005, p. 162):

Nivel repetitivo: los nifios repiten la secuencia numérica, sin darle sentido a los nimeros, por

ejemplo: uno-dos-tres-cuatro...

Nivel incortable: Los nifios consideran que el conteo no puede iniciar en cualquier nimero,

siempre empiezan por el uno.

Nivel cortable: los nifios pueden iniciar el conteo en cualquier nimero y continuar el conteo,

por ejemplo: seis, siete,..

52



Nivel numerable: Los elementos de la serie numérica tienen entidad propia y cada palabra
namero tiene una entidad cardinal. Asi la palabra tres, se refiere a un conjunto de tres
elementos. Comienzan los conteos X a partir de un nimero Y, es decir, es contar de X para
llegar a Y. Este conteo, también lo llegan a hacer a la inversa, pero es un proceso mas complejo,

CON MAs errores.

Nivel terminal: logran la bidereccionalidad: contar hacia adelante o hacia atras a partir de X

para llegara Y.

Para Fuson (1982, p. 74), hay mas diferencias, cuando cuentan objetos y cuando se trata de

numeros, como se puede observar en la figura 16.

Counting Entities

Real

Represented

Matching the Count

Match count to estimate
Match count to fingers

Match count to auditory pattern

Counting the Count
Auditory count of fingers
(Chisenbop)

(x means that finger is
pressed down on the table)

Auditory count of visual-
symbolic (number line)

Auditory count of auditory
(double counting)

Visual count of visual
(slide rule)

8+56=13
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“Eight" “One" “Two"
o by o b
“Three" “Four” “Five"
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“ONE TH’!EE FIVE”
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“EIGHT. NINE IS ONE, TEN IS TWO, ELEVEN I,S
THREE, TWELVE IS FOUR, THIRTEEN IS FIVE."
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Abbreviations represent auditory counting words.
E, N, TN, EL, TV, TH (8, 9, 10, 11, 12, 13).
Examples are for 8 + 5.

Fig. 16. Métodos para realizar procedimientos para contar
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3.1.3. Modelo de Comunicacién

De acuerdo con Filloy, Rojano & Puig (2008, pp. 4 - 6) la matematica educativa se ocupa de
comprender y entender como son los procesos de significacion y comunicacion que se
generan en los espacios educativos. El referente es el uso de los conceptos semiéticos como
signo, texto y los SMS. En esta componente se pretende entender y comprender como son
los procesos de comunicacion que se generan en el aula, para identificar las dificultades que
tienen los nifios con la logica de uso de los SMS involucrados en la construccién de los
nimeros naturales; asi como la produccion de sentido para consolidar los procesos de

significacion, que les permita llegar a la abstraccion.
3.1.3.1.  Construccion del significado en Peirce

Los MTL se apoyan en la construccion semiotica de Peirce “... como una teoria de la
referencia y una teoria de la significacion” (Peirce, 1987, p. 9). Para conceptualizar el signo
y su doble dimension: acto (accion) y representacion; asi como su relacion triadica (signo,
objeto e interpretante) en la cual el interpretante (cognicién) va a jugar un papel fundamental,

para construir procesos de significacion.

En la introduccién a la Obra Légico Semiética de Peirce (1987) escrita por Sercovich la
representacion es la esencia del pensamiento. “Peirce define asi a la 16gica, en sentido amplio,
como una semiotica general que trata no solo de la verdad, (...) los pensamientos son signos,
la mente es un signo y, (...) el hombre mismo es un signo.” (Peirce, 1987, p. 8) Asi el objeto
de estudio de la Semioética son los signos, para lo que propone la triada: gramaética, l6gica y

retorica.

...una gramatica pura a la gramatica speculativa (asignandole el cometido de
determinar qué es lo que debe ser cierto del signo o del representamen para que
pueda encarnar algun significado), llama légica propiamente dicha (exacta) a la
ciencia de lo que es cuasi-necesariamente verdadero de los representamenes para
que puedan ser validos para algun objeto, o sea, verdaderos, y (...) la retérica
pura, que deber determinar las leyes mediante las cuales un signo da nacimiento

a otro signo, un pensamiento a otro pensamiento”. (Peirce, 1987, p. 9)

Este proceso de significacion se concreta con la participacion del interpretante. Entonces

podemos afirmar que un signo y la cosa significada, son producto de la cognicion producida
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en la mente. En esta logica de construccion, el signo es icono, es la relacion del signo y la

cosa.
3.1.3.2. Relaciones Significantes

Las relaciones significantes son interrelaciones activas, continuas y complejas entre la
sintaxis, la semantica y la pragmatica, de acuerdo con los codigos establecidos en un
contexto a través de los procesos de significacion que se generan a partir de la produccion de
sentido en relacion con el signo y los textos que van produciendo los interpretantes (Barthes,
1993, pp. 22 — 23).

El signo esté relacionado con la cognicion como fundamento de las ideas, se trata entonces
de un “...Interpretante Dindmico, pensamiento — signo u hombre — signo. Sélo este sujeto —
significante, completa una explicativa triada genuina y permite un enfoque no dicotomico
del tipo <significado-significante>" (Peirce, 1987, p. 11). El signo (representamen) adquiere
sentido para quien lo interpreta, el signo ocupa el lugar del objeto, es la idea que se forma al
tener algun sentido y va a formar parte del proceso de significacién para darle un significado.
El signo es la actuacion del interpretante, ... la palabra o signo que el hombre usa es el
hombre mismo” (Peirce, 1987, p. 8). La relacion triadica del signo no es arbitraria, es la
relacion entre el signo (representamen), el objeto y el interpretante. EIl representamen es el
fundamento de las ideas, es el objeto que representa al signo, son los interpretantes quienes

construyen el sentido y la significacion a partir de la triada signo — objeto — interpretante.
Para significar relaciones se requiere de la produccidn de sentido, significacion y significado

Produccion de Sentido: es el resultado de los procesos de lectura/transformacion que hacen
los alumnos durante las actividades escolares, cuando estan aprendiendo matematicas (Puig
1994, p.8), utiliza fuentes cognitivas (atencién, memoria y percepcion) en una interrelacion
texto — contexto para destacar informacion, trasladando la vivencia a experiencia a partir de
los procesos de interpretacion y gracias a la actividad praxica puede asignar el valor

correspondiente a la accion.

Significacion: es el acto de produccion de sentido, para nombrar las cosas, se reconoce al

objeto, cuando lo dota de significado lo convierte en signo.
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Significado: es la apropiacion del objeto al establecer la relacion del objeto con el signo, a

través del proceso de significacion.

Las relaciones significantes son clave para identificar dificultades de acuerdo con el uso
sintactico, semantico y pragmatico de los nimeros naturales que los nifios hacen en las

actividades que se les proponen.
3.1.3.3.  Argumentos como Procesos de Significacion

La induccion, deduccién y abduccion (Peirce, 1987, pp. 258 — 260) son los argumentos que
aportan la base de la reflexién y abstraccion para desarrollar los procesos de significacion.
La induccion es el razonamiento de lo particular a lo general, de tal modo que los sujetos
pueden validar experimentalmente una prediccion general. Permite comprender los hechos
homogéneos para clasificar, pero no explicar, busca los hechos empiricos para demostrar,
prueba experimentalmente sus hipétesis, para verificar sus resultados. “Una Induccion es
(...) una verificacion experimental de una prediccion general,... “ (Peirce,1987, p. 259). Por

ejemplo, generalizar la idea de sucesor a la vista de la construccién de los primeros nmeros.

La deduccion es la habilidad para razonar de lo general a lo particular reconociendo las partes

de un todo aungue no estén explicitas, para establecer relaciones mentales entre ellas.
...Deduccidn es un argumento cuyo Interpretante representa que éste pertenece a una clase
general de posibles argumentos precisamente analogos, que son tales que, a la larga, dentro de
la experiencia, la mayor parte de aquellos cuyas premisas son verdaderas tendran conclusiones
verdaderas. Las Deducciones son o Necesarias o Probables. (Peirce, 1987, p. 258)

A través de la deduccion es posible, reconocer que todos los nimeros son sucesores, excepto

el cero.

La Abduccion es la capacidad para desarrollar inferencias hipotéticas y puede discriminar
premisas verdaderas o falsas para formular conjeturas explicativas. A través de la abduccion,
se transita de una hipoétesis inicial a otra mas abstracta. Es una transcripcion de las palabras
en signos y simbolos. Un ejemplo de abduccidn, es el reconocimiento de que todo nimero es
un sucesor y contiene a todos los anteriores, excepto el nimero cero; por lo tanto el cero no

€S un sucesor.

El proceso de abduccion implica un uso correcto de la légica de los SMS, sus cddigos y sus

reglas convencionales, artefactos lingiisticos que se emplean en una comunidad matematica.

56



Los sujetos también usan metacodigos que constituyen ... una coleccion de instrumentos
discursivos y semioticos heterogénea y divergente que dan cuenta de la <masa de actividades
de significacion y comunicacién que en la practica acompafian el primer modo (formal y

rigoroso) de presentar las matematicas>.” (Filloy, 1999, p. 63).

Identificar los argumentos que los nifios emplean permitira entender los procesos de
significacion y el uso de la l6gica de los SMS implicados en la construccion de los nimeros

naturales.

3.1.3.4. Logica de uso de los SMS involucrados en la construccion de los

NuUmeros Naturales

La logica se refiere a la semidtica (Peirce, 1987, p. 8), en tanto que es la referencia teorica
de los MTL. Los SMS parten de que lo matematico esta en los sistemas y no en los signos.
Los SMS son “...una herramienta de analisis de los textos que producen los alumnos cuando
se les esta enseflando matematicas en los sistemas escolares...” (Filloy, 1999, p. 64). En los
textos, los nifios producen sistemas de signos o estratos de sistemas de signos para dar sentido
a las actividades que se les proponen en el modelo de ensefianza (Filloy, Rojano & Puig,
2008, p. 7).

De esta componente, interesa identificar la dotacion de sentidos intermedios con el uso de
cddigos personales, como parte del proceso de transicion de lo concreto a lo abstracto; para
nombrar y reconocer al objeto con el empleo de cddigos convencionales de los SMS

involucrados en la construccion de los nimeros naturales.
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3.1.4. Modelo de ensefianza
3.1.4.1. El Modelo de Ensefianza como espacio de intertextualidad

Esta componente concibe como Modelo de Ensefianza una coleccion de textos, donde se
generan y modelan acciones, con lenguajes que van de lo concreto a lo abstracto, con cédigos
intermedio, para gradualmente desarrollar habilidades matematicas y resolver distintas
situaciones o problemas. Estas habilidades mateméticas van desde los conocimientos
intuitivos, sintacticos y semanticos que la experiencia escolar y cognitiva les va aportando.
La base de este modelo de ensefianza debe partir de una estructura matematica formal,
transformandola en actividades concretas, como un texto para producir otros textos en la
interaccion maestro — alumno; alumno — alumno; alumno — maestro. En los intercambios de
textos se producen “...codigos para desarrollar habilidades de resolucion.” (Filloy 1999, p.
26). Estas habilidades son tanto sintacticas como semanticas, a partir de los conocimientos
intuitivos que poseen los actores.

Dicha caracterizacién involucra nociones como texto y espacio textual, cuya particularidad

corresponde a la diferencia entre significado y sentido, dado que una vez que se entiende que es

un texto se establece la lectura de un espacio textual, ensefiar y aprender en la clase de

matematicas se puede interpretar como un proceso de lectura/transformacion de espacios

textuales en textos, que se toman como espacios textuales para leer y asi sucesivamente. (Filloy,

Rojano & Puig, 2008, p. 121)
Este funcionamiento textual contiene unidades comunicacionales, en los que la produccion
de sentido, la significacion y el significado permiten la relacion entre los textos que van

produciendo los interpretantes.
3.1.4.2. Texto matematico

Los textos matematicos se conforman por un sistema de signos con una estructura formal,
que son interpretados por los sujetos que los usan y conceptualizan, a partir de ciertos codigos
para comprenderlos. Puig (1994) cita a Javier Lorenzo: “...la caracterizacion del texto
matematico (...) va a estar en el modo de emplearlo y en el modo por el cual se le da un
referente o contenido semantico posterior”. Argumenta que en matemaética educativa una
semiotica de las matematicas implica centrarse en los sistemas de significacion y los procesos
de produccion de sentido, porque lo que se va a “...calificar de <matematico> no es s6lo un

tipo particular de signos, sino determinados sistemas de signos.” (Filloy 1999, pp. 63 y 64).
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3.1.4.3. Intertexto matematico

En el aula, los alumnos y maestros producen textos cuando se esté realizando la ensefianza y
el aprendizaje de matematicas. Interactan a través del sentido y como producto del proceso
de significacion; dichos textos no son producto del lenguaje matematico “...sino el resultado
de procesos de lectura/transformacion hecha sobre un espacio textual...” (Filloy 1999, p. 64)
el cual adquiere el significado de los interpretantes que participan en él, de acuerdo con sus
referentes contextuales. Asi el texto que se produce en el aula es producto de la
intertextualidad. “La intertextualidad en el sentido de Kristeva no es una relacion entre textos
separados, sino que esta presente en un texto (dialdgico)...” (Coérdoba 2016, p. 63) en el

contexto de la comunicacion.
3.1.4.4. Procesos de Lectura/transformacion

El proceso recursivo de lectura/transformacién de los espacios textuales en textos y los textos
en espacios textuales implica la produccion de sentido para significar las acciones, es por
esta razén que los modelos de ensefianza en las aulas de matemaéticas “...se complementan
con el uso de las nociones de SMS y de los estratos del idioma, para ser aplicado en el caso
de un modelo concreto...” (Filloy, Rojano & Puig, 2008, p. 121). Los textos matematicos no
se consideran manifestaciones del lenguaje matematico, puesto que la lectura/transformacion
puede ser utilizada en cualquier practica de produccion de sentido (Filloy, 1999, pp 64 — 65).
En la relacion espacio textual y texto estdn implicadas diferencias entre significado y sentido.
Los procesos de lectura/transformacion de un texto en un contexto, no buscan extraer o
desentrafiar un significado inherente en el espacio textual, sino producir sentido (Filloy,
Rojano & Puig, 2008, p. 125). El espacio textual es la existencia empirica, en la que el sujeto

es quien lo va a significar a partir de la lectura que haga de él.

En este modelo de Ensefianza se proponen acciones, las cuales se realizan en un espacio
textual, a partir del intercambio de mensajes entre el profesor y el nifio, poniendo en accion
sus SMS y permiten observar la concatenacion que se produce con la utilizacién del Sistema
de Signos Matematicos (SSM) que los alumnos poseen, asi como identificar las competencias
discursivas que emplean. Este proceso de concatenacion tiene que ver con lo que Filloy,
Rojano & Puig (2008) afirman que en los modelos de ensefianza los textos se van

interrelacionando a partir de situaciones problematicas, en las cuales los alumnos realizan
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diversas acciones y construyen nuevos SMS; van generando sentido y significacion a la
secuencia de esos textos, en donde a partir de la ensefianza se consolidan y fortalecen nuevos

conceptos para proveer nuevas etapas de abstraccion estratificada.

De acuerdo con Filloy (1999, pp. 61 — 71) el investigador pondré atencién en observar los
cddigos que usan los nifios, como los van transformando, las dificultades del uso l6gico que
tienen en su decodificacion, como construyen nuevos estratos de abstraccion de nimero
natural, como van transitando de SMS concretos a los mas abstractos y como los usan en la
solucion de diversos problemas. El disefio de la secuencia de actividades considera los
aportes del modelo cognitivo y de comunicacion, con la finalidad de precisar su sentido local

y su eficiencia.
3.1.4.5. Elementos para el disefio de este Modelo de Ensefianza

Para el disefio de este modelo, se tradujeron los principios (Pi) matematicos del modelo
formal de Von Neumann a una secuencia de actividades concretas con el uso de material

manipulable, como se muestra:
P1 El nimero cero es la bolsa vacia.
P2 Para la representacion de conjuntos, las llaves { } se sustituyen con bolsas.

Ps El sucesor es el siguiente, es la bolsa que contiene a todas las bolsas anteriores. Asi, el
cero es la bolsa vacia; el uno es la bolsa que contiene dentro la bolsa del cero; el dos es la
bolsa que contiene dos bolsas: la cero y la del uno; el tres es la bolsa que contiene tres bolsas:

la del cero, la del uno y la del dos... (figura 17).
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b Sl cero;

{4} —’@6

| uno;
.

{9, {03} —>1 dos;

{#,{4}, 1,

Fig. 17. Proceso recursivo de construccion

P4 Para la definicion de nimeros naturales se usan bolsas para mostrar que todo conjunto de
bolsas esta ordenado por la manera de construirlo. En toda bolsa siempre hay un primer
elemento que es la bolsa del cero. Para toda bolsa el sucesor se construye metiendo en otra
bolsa esa y todas las anteriores. La bolsa del cero es la Unica que no es un sucesor, por lo

tanto no contiene otra bolsa.

Ps El conteo es establecer ordenadamente la correspondencia uno — uno con los intervalos de
la forma [1,n]. Para este principio no se disefié una secuencia de actividades, dado que los

nifos estan habituados al conteo.

Ps Se completan las tablas de doble de entrada de suma y multiplicacion usando las formas

10+ ay a-10+ b cuando los resultados o productos son mayores a diez.

Aunque no esta en la estructura de Von Neumann ni en Hamilton & Landin (1961), se ha
introducido el uso de una semirrecta para representar los numeros, sobre ella trabajar la

correspondencia entre linealidad y orden.

En el disefio de la secuencia de actividades que se describen brevemente en la Tabla Num. 1,
se presentan los principios matematicos (Pi) del modelo formal que han sido traducidos a

actividades y en la tercera columna se enumeran los materiales manipulables que se usaron.
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Tabla NUm. 1: Secuencia de Actividades

Pi

Actividades

Material

manipulable

P1

1. Adivina quién soy

La tarea consiste en identificar al nimero cero como el conjunto
vacio.

- Se invita a los nifios para que observen una bolsa de plastico
transparente vacia y comenten sobre el contenido. (Posibles
respuestas: nada y vacio).

- Una vez que aparezca la palabra vacio, se les pide sugerencias para
nombrarla.

- Cuando expresen que se pueden nombrar con nimeros, se les pide
que elijan una de las pegatinas con numeros que coincida con el color
de la pegatina amarilla que tiene la bolsa vacia que se uso.

- Se les pregunta si conocen el nimero y dénde lo han usado.

- Se les pide pegar la etiqueta del nimero cero sobre la bolsa vacia.
- Se les pide pegar la bolsa sobre la semirrecta que se ha dibujado en

la pizarra.

Bolsas de
plastico
transparente,
nlimeros en
plastico
flexible de
distintos
colores,
semirrecta
dibujada en

la pizarra.

P2
Ps

2. ¢Podemos construir el siguiente?

- A partir de la construccion del numero cero como conjunto vacio,
se les pregunta a los nifios si se puede construir el siguiente. (El
siguiente es el nimero/bolsa que contiene al elemento cero).

- Se introduce la bolsa del cero en la nueva bolsa. Esta otra bolsa se
nombra como uno.

- Se les pide que peguen la etiqueta del nimero uno a la nueva bolsa
y lo cologuen en la semirrecta (se espera que la coloquen a la derecha
de la bolsa/ntmero cero).

- Con esta logica se construyen los sucesores y se pone énfasis que

cada sucesor contiene a todos sus anteriores.

Pizarra,

bolsas de
plastico,
etiquetas de
numeros,
semirrecta
dibujada en

la pizarra.
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P4 3. ¢Como soy?
En la construccion de cada sucesor, se pregunta a los nifios para guiar
su reflexion sobre la nocion de ordinalidad y la definicion de los
nameros naturales.
- Se les pregunta, teniendo como referencia la representacion en la
semirrecta:
a) ¢Cual es la relacion de cualquier sucesor con el cero?
b) ;{Quién esta antes de..., después de...?
¢) (Quiénes son los antecesores de...?
d) ¢Quién no tiene antecesor?

Ps 4. Construimos las tablas de suma y multiplicacion

- Se les presenta una tabla de suma con los nimeros del 0 al 9
colocados en la primer columna y fila, para que los nifios la
completen.

En la celda donde se cruzan una fila y una columna se pone el
resultado de operar los nimeros que las encabezan, tanto para la
suma como para la multiplicacion.

- Se les invita a usar las formas 10+a y a-10+ b, para
representar los niUmeros mayores de 10.

- Complementariamente, se usa una semirrecta para representar los

resultados obtenidos.

Tabia de suma
y tabla de

multiplicacion.

Este Modelo de Ensefianza se aplicd a un grupo de clase de 1°, 2°y 3° grados de educacion

primaria, en escuelas publicas ubicadas al norte de la Ciudad de México.

Durante el trabajo con los nifios, se observo que los alumnos de 1° grado ya saben contar y

algunos mencionan el nimero cero, pero no hay evidencia de las nociones que han adquirido

sobre los nimeros naturales. Los nifios de 2° grado saben contar y sumar, pero no saben

multiplicar y no han trabajado el cero como numero. Los nifios de 3° grado tampoco han

trabajado el cero como nimero. EI comin denominador de los tres grupos es que no han
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experimentado con un modelo de ensefianza centrado en el tratamiento simultaneo de los
nameros en su sentido ordinal y cardinal; ni en construir cada namero incluyendo el cero,
usando un proceso recursivo; ni con las operaciones de suma y multiplicacion en la forma
a-10+b.
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4. METODOLOGIA DE INVESTIGACION
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La metodologia es de corte cualitativo, para analizar y comprender dificultades de los nifios
en la construccion de los nimeros naturales con base en el modelo de Von Neumann. De
acuerdo con los investigadores cualitativos la realidad se estudia en su contexto natural, el
énfasis esta centrado en la observacion, generalizacion y la interpretacion. En este modelo la
explicacion del fenénomeno se realiza a la luz de la teoria, constituyendo la base fundamental

para dar la validez a la investigacion.

En este trabajo experimental la guia tedrico — metodoldgica de los MTL vy las categorias de
andlisis son la base para interpretar y comprender la actuacion de los participantes a quien

esta dirigida la observacion y constituyen la validacion de la investigacion.
4.1. Justificacion de la propuesta del Modelo Formal de Von Neumann

Debido al énfasis en el tratamiento de los nimeros naturales en su sentido cardinal que se
tiene en los programas, libros de texto oficiales vigentes y practicas docentes, generan una
carencia conceptual del nimero. Estas referencias conceptuales tienen sus origenes en Cantor

con la teoria de conjuntos y Peano con la nocion de n + 1.

En Cantor esta la idea de cardinalidad asociada a la teoria de conjuntos, el nimero se define
como la cantidad de elementos que hay en el conjunto, el conteo se hace relacionando dos
conjuntos equipotentes para que se pueda establecer la correspondencia biunivoca. El orden
se construye a partir de las relaciones entre la cardinalidad de los conjuntos, pues los nimeros

naturales se construyen separados unos de otros, pero no hay continuidad.

Peano, matematico italiano, construye los nimeros desde una perspectiva ordinal, esta la idea
del sucesor, pero no hay conjuntos; propone la axiomatizacion de los nimeros naturales, a

partir de definir el primer elemento y el sucesor. Histéricamente constituyo

“...el punto de partida de la sistematizacion de la matematica bajo el método formal axiomatico.
Actualmente los axiomas de Peano, complementados con la teoria ramificada de los tipos,
constituyen la formula mas comdn (...) en lo que respecta a los nimeros naturales”. (Peano, 1979
p. 26).

Para ello propone 9 axiomas, de los cuales se caracterizan 5:
1. Elnesunndmero natural: n € N
2. Sin es un numero natural, entonces el sucesor de n también es un niumero natural.

Sixe N= elSig(x) e N
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3. El 1 no es el sucesor de ningiin nimero natural. No existe x : x que 1 sea el

siguiente de (x).

Ax:x 1 =sig.(x)
4. Si hay dos numeros naturales n 'y m con el mismo sucesor, entonces n 'y m son el

mismo numero natural.

Si x=y = elsiguiente (x) = al siguiente (y)
5. Siel x pertenece a un conjunto, y dado un nimero natural cualquiera, el sucesor de
ese numero también pertenece a ese conjunto, entonces todos los nimeros naturales

pertenecen a ese conjunto. (Axioma de induccion).

John Von Neumann Idgico — matematico del siglo mediados del siglo XX, encapsula en la
iteracion los axiomas de Peano en el Principio de induccién finita. La suma se da manera
natural, en el sucesor (n + 1) y laresta en la operacion contraria. Este modelo presenta una
I6gica de construccion precisa de los SMS involucrados en la construccion de los nimeros
naturales. Asi que plantear una discusién Cantor — Peano — Von Neumann, no tiene sentido

para esta investigacion.

El interés de esta investigacion se enfocd en disefiar un Modelo de Ensefianza con base en la
estructura matematica formal de Von Neumann (1923 - 1957) y analizar las dificultades que

tienen los nifios con esta manera de ensefiar.

Es importante sefialar que un modelo de ensefianza de los nUmeros con estas caracteristicas
nunca se ha puesto en practica en la escuela primaria; salvo el antecedente de Maravilla
(2011), que lo trabajo con nifios preescolares (3 a 5 afios) para establecer el orden y el conteo
a partir de la construccion de los primeros ndmeros naturales. Con la finalidad de dar
continuidad a ese trabajo, en esta nueva etapa se profundizé en el Modelo de Competencia
Formal para introducir al alumnado de los dos primeros ciclos primeros de educacion
primaria en la construccion de los nimeros naturales, incluyendo el cero y avanzar un poco

mas en las operaciones aditivas y multiplicativas con esta perspectiva matematica.

El modelo de Von Neumann es una estructura matematica en la que el principio del orden se
da por la construccion de los nimeros, empezando por el numero cero. Usa la teoria de

conjuntos, los procesos de iteracion y recursividad.
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La idea fundamental es centrar la atencion para identificar qué dificultades tienen los nifios
con la légica de uso de los SMS implicados en la construccion de los nimeros naturales, sus
propiedades y operaciones; comprender como estructuran el esbozo l6gico semiético de la
situacion, qué papel juegan los procesos cognitivos en la construccion de representaciones y
las inferencias analiticas en la construccion de los nimeros naturales, para poder operarlos
en diferentes contextos. Identificar el tipo de codigos personales que usan para referirse a las
acciones que realizan en las actividades que se les proponen, como las nombran y las
posibilidades de generalizacion y abstraccion, que van desde la dotacion de sentidos
intermedios, retrocesos, obstaculos, hasta la necesidad de dotar de sentidos a las redes de

acciones cada vez més abstractas para convertirlas en operaciones (Filloy, 1999, pp. 43y 44).

Las experiencias que devienen de la investigacion en Educacion Matematica se retomaron
para enriquecer los Modelos de Cognicion y Comunicacion, componentes del referente
tedrico — metodoldgico de los MTL con la finalidad de consolidar el disefio de un Modelo de
Ensefianza; permaneciendo en todo el proceso el Modelo de Competencia Formal
Matematica, el cual fue la guia de las diferentes etapas de la experimentacion. Esta

componente constituye la fortaleza y la columna vertebral de esta investigacion.
Para la fase de experimentacion se trabajo durante dos ciclos escolares (2016 — 2017)

con tres grupos (1°, 2°y 3° grado) y (2017 — 2018) se continu6 sélo con dos de los grupos 2°
y 4° de las mismas escuelas publicas de educacion primaria norte de la Ciudad de México,
en la Alcadia de Gustavo A. Madero. De acuerdo con la metodologia de los MTL, se
organizaron dos fases: Observacion experimental y Desarrollo de la Experimentacion como

se muestra en los respectivos esquemas 1y 2.
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Esquema 1. Disefio de la Observacion Experimental

PROBLEMATICA

Identificar y comprender dificultades
que tienen los nifios en la construccion
de los niimeros naturales, cuando se les

propone un modelo de ensefianza,
disefiado con un soporte matematico
formal.

En Matematica Educativa y Educacion Matematica son
escasos los trabajos de investigacion que tengan como
base un modelo formal matematico, para el aprendizaje

de los nimeros naturales, incluyendo el cero.

se les propone aprender nimeros

posibilita su construccién conceptual.

HIPOTESIS: Si a los nifios de 6 a 9 afios,

naturales con base en VVon Neumann, se

r

MODELO DE COMPETENCIA
FORMAL

Modelo Matematico Formal para la
construccion de los NUmeros Naturales,
incluyendo el cero, con base en el Modelo
Formal de VVon Neumann.

|

MODELO DE ENSENANZA
Disefiar un Modelo de Ensefianza a
partir de la traduccion del Modelo
Formal de Von Neumann a secuencias
de actividades concretas, con el uso de
material manipulativo.

MODELO DE COGNICION Y
COMUNICACION

Identificar procesos cognitivos que
desarrollan los nifios, para identificar los

procesos de produccion de sentido y uso
de los SMS involucrados en la
construccion de los numeros naturales,
incluyendo el cero, con base en el modelo
matematico de Von Neumann.

DISENO DEL MODELO TEORICO
| LOCAL

DISENO DEL DESARROLLO'DE LA
EXPERIMENTACION
1. Disefiar un Modelo de Ensefianza, con

Sesiones de trabajo con los

base en un Modelo Formal Matematico.
2. Disefiar los instrumentos de planeacion,
observacion y medicion.

3. Trabajar con alumnos de 6 a 9 afios de
Educacion Primaria.

Desarrollo empirico
Sesiones de trabajo con los
alumnos

alumnos

A 4

Disefio definitivo:

Modelo de ensefianza.
Instrumentacion de observacion,
clasificacion y medicion.

A 4

1. Toma de datos
2. Andlisis de los datos

Programa de actividades.

A

3. Interpretacion en términos
del Modelo Tedrico Local
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Esquema 2. Disefio del Desarrollo de la Experimentacién

Modelo Tedrico Local parael
aprendizaje de los nimeros
naturales incluyendo el cero, con

Implementacion de un Modelo de
Ensefanza:
Traduccion del Modelo de la Matematica

Formal a secuencias de actividades. base en el Modelo de Von

Neumann.

A 4

Eleccion de la poblacion a Disefio y aplicacion de un instrumento de
estudiar con el Modelo de evaluacion diagnéstica a la poblacién

Ensefianza propuesto: seleccionada, para conocer su eficiencia en el
Alumnos de 6 a 9 afios de uso de los SMS involucrados en la construccion
Educacion Primaria de los niimeros naturales

\ 4

. Clasificacion de la poblacion

Eleccion de la poblacion, para ser L Proponer los perfiles de acuerdo
observada en entrevista clinica con el desempefio en el
Diagnostico:

- Conocimientos intuitivos

- Uso sintactico

- Uso semantico

v v

Observacion de la poblacion Andlisis e interpretacion de las entrevistas
elegida, apoyandose de las clinicas realizadas
técnicas de ésta metodologia de

investigacion

A 4

Elaboracion de un reporte de observaciones, en términos de los propdésitos
tedricos del estudio

\

\ 4

COGNICION ENSENANZA COMUNICACION
Identificar, comprender y explicar los Recuperar las Recuperar los elementos
procesos cognitivos que desarrollan, aportaciones de las relevantes de la observacion,
las dificultades que obstaculizan el observaciones del Modelo experimentacion y entrevistas
aprendizaje de los nimeros naturales de Ensefianza clinicas, para promover la
incluyendo el cero, cuando trabajan implementado para Generalizacion y la Abstraccion a
con un modelo de ensefianza con base redisefiarlo partir de la produccién de sentido
en el modelo de VVon Neumann. de la légica de uso de los SMS

involucrados en la construccion

Disefiar un Modelo Teérico Local para analizar y comprender las dificultades que
tienen los nifios de 6 a 9 afos de edad con un modelo de ensefianza, con base en el
Modelo formal matematico de Von Neumann, con el uso de la iteracion y la

recursividad, como producto de la produccién de sentido de la légica de uso de los SMS
involucrados en la construccion de los nimeros naturales, incluyendo el cero.

70



4.2. Elementos para el diagnéstico

Para interpretar la experimentacion del modelo de ensefianza, se utilizé la observacion como
técnica metodoldgica, con la finalidad de identificar dificultades que tienen los nifios en la
construccién de los nimeros naturales al trabajar las actividades del Modelo de Ensefianza,
disefiado para ese fin, usando los procesos de iteracion y la recursividad para dar sentido al

proceso de construccion del sucesor de cada numero, comenzando por el cero.

El Modelo de Competencia Formal, fue la base para interpretar la observacion de las
situaciones por medio del SMS mas abstracto. Con esta logica de andlisis metodoldgico se
decodificaron los textos que se producen en el intercambio de mensajes con contenido
matematico en el aula, donde se conjugaron diferentes grados de competencia de uso de los
SMS utilizados.

Otro recurso metodoldgico que se implementd fue el uso de la pregunta, ya que representa
una posibilidad que puede usar el docente o el adulto para “...ofrecer una ayuda para que el
nifio active y movilice los esquemas de conocimiento que posee, para ello es necesario que
el educador tome como punto de partida los significados y contenidos que, con relacion al
tema, tienen los infantes” (Polanco, 2004, p. 3). Desde esta perspectiva, la estructura de las
preguntas debe generar retos y desafios que desencadenen procesos de atencién, memoria,
interpretacion, comprensién, aplicacién, reflexion, analisis, sintesis, inferencias,
deducciones, asi como juicios de valor de la situacion, procesos que consideramos en el
modelo de comunicacion y el de cognicion. Las preguntas o cuestionamientos constituyeron
un recurso didactico para guiar la actividad de los nifios en este proceso de construccion, de
acuerdo con las acciones y actitudes que se fueron manifestando, considerando que la
preocupacion fue identificar dificultades que tienen para desarrollar esbozos légico-

semioticos de los SMS que descubren y emplean.

Se propusieron preguntas con la finalidad de promover la reflexién sobre las acciones, por
ejemplo: (Qué hay en la bolsa? ;Se podra construir el siguiente? ;Qué se necesita? ;Como
lo nombramos? ;En dénde lo colocamos? ¢ Quién es el primero? ¢ Quién es el segundo? ¢ Cual

fue el primero que construimos?... ; Qué pasara si...?
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En total se trabajaron 54 sesiones de aproximadamente 40 minutos. En el ciclo escolar 2016
— 2017, se aplicaron las dos primeras etapas, con un total de 30 sesiones con tres grupos de
educacion primaria 1°, 2°y 3° grado (Tabla Num. 2).

Tabla Nam. 2
Concentrado de sesiones por grupo, grado y etapa
en el ciclo escolar 2016 — 2017

etapa 1° grado 2° grado 3° grado Total
14 8 7 3 18
28 5 3 4 12

Total 13 10 7 30

La tercera etapa se desarrolld al inicio del siguiente ciclo escolar (2017 — 2018) solo
participaron dos grupos: el de 1° grado pasoé a 2° grado y el grupo de 3° grado ahora fue el
grupo de 4° grado (Tabla Num. 3).

Tabla Num. 3
Concentrado el nimero de sesiones por grupo y grado
en el ciclo escolar 2017 — 2018
Etapa Grupo de 2° grado Grupo de 4° grado Total

32 12 12 24

* El grupo de 2° grado de la Esc. Jorge Casahonda Castillo, ya no pudo continuar,
debido al sismo del 19 de septiembre de 2017, el edificio escolar sufrié dafio
estructural y los alumnos no pudieron regresar a clases a su escuela, por més de

cinco meses.

* Las secuencias de actividades en cada una de las etapas se pueden consultar en el

anexo numero 2.

https://cinvestav365-

my.sharepoint.com/:w:/g/personal/leticia rodriguez cinvestav mx/EVHLWIQT RtlLpog7
7YED1LcB5-n167eSe5eujPva8ksMYw?e=4vgD4e
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A continuacion, se hace una breve descripcién del desarrollo de cada etapa:
12 Etapa: Construccion de los diez primeros nimeros naturales (0 - 9)

La accion consistio en observar dificultades que tienen los nifios para construir los diez
primeros nameros, incluyendo al cero. Los numeros son ordenados por la construccion y
cualquier nimero es menor que cualquier posterior (Hamilton & Landin 1961, p. 77), al
construir un namero ordinal como un representante del tipo de orden de un conjunto bien
ordenado, con el proceso de la iteracion construyen el sucesor, entonces todos tienen un

antecesor excepto el cero.

A partir del primer namero (bolsa/nimero cero) los nifios iteraron la bolsa/nimero, para la
construccién del sucesor, apoyandose en el proceso recursivo para repetir exactamente las

mismas acciones para la construccién n + 1 como el sucesor.
2% Etapa: Construccion de las tablas de suma y multiplicacion

En esta etapa se construyen las tablas de sumay multiplicacion con el uso de los de procesos
de iteracion y recursion. Los nimeros mayores a diez se representan de la forma 10 + a. El
numero 10 se escribe con color rojo, en la semirrecta y en las tablas de sumay multiplicacion,
con la finalidad de que sirva de referente de la nueva unidad. En la tabla de multiplicacion se
agrega el uso de la forma a - 10 + b, cuando el producto esta representado por cantidades

mayores a 10+9, se representan siguiendo este patron como sigue:
3 x 4 se representa como 10 + 2;

4 x 5como 2 -10;

4x6como5-10 +4.

3% Etapa: Relaciones de orden, operaciones aditivas, multiplicacion, uso de las propiedades

asociativa, conmutativa y el elemento neutro para la suma

En la secuencia de actividades disefiadas para trabajar el principio matematico (Ps) del
Modelo de Ensefianza, se hicieron adaptaciones actividades tomadas de diferentes fuentes.
Se les propusieron situaciones de resolucion de operaciones de suma y multiplicacion. En la

tabla Nam. 4 se presenta el desglose.
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Tabla Num. 4. Actividades de suma y multiplicacion (Ps)

Secuencia de actividades

Material

manipulativo/ Fuente

1. El cambio

Por turnos los nifios tiran dos dados y toman el numero de fichas de color
azul, de acuerdo con el puntaje obtenido en la suma de los dados. Si la
suma es mayor a 10, deben tomar una roja. En cuanto cada jugador retina
diez fichas azules, deberd4 cambiarlas por una roja, para ello deben

detener el juego diciendo: “Cambio”.

Pierde el jugador que no realice el cambio.

Gana el jugador que redna el mayor nimero de puntos.
RESTA

Para practicar la operacién de Resta, cada jugador comienza el juego con

una ficha verde que equivale a 100.

Lanza los dados y debera transformar su ficha verde en 10 fichas rojas

y regresar el nimero de puntos que obtuvo en los dados.
Gana el jugador que logre dejar todas sus fichas, que llegue a cero.

Usan una semirrecta pintada en la pizarra, para representar el nimero de

puntos que cada jugador obtuvo al finalizar el juego.

Fichas de color rojo, azul

y verde. Dos dados.

2. El boliche

En esta actividad se realizan operaciones aditivas usando la propiedad

asociativa y el elemento neutro para la suma.
Se acomodan los bolos para ser tirados con una pelota.
Cada jugador tiene oportunidad de hacer una tirada.

Los alumnos realizan la sumatoria de los puntos obtenidos en cada bolo,

los cuales estan nameros del 1 al 10.

La regla para hacer la sumatoria, es ir agrupando en parejas los nimeros,

para ir realizando las sumas, es decir, usar la forma a - 10 + b. Por

Bolos numerados del 1 al

10 y una pelota pequefia.

(SEP, 1991, p. 39).
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ejemplo, si tiraron los bolos: 3, 10, 6, 7 y 9, los pueden agrupar como

sigue:
B+10)+(6+7)+9=
Realizar las sumas como sigue:
(10+3)+(10+3)+9 =
2-10+34+(34+9) =
2-10+(10+2)+3 =
3:10+5 =

Gana el jugador que obtenga el mayor nimero de puntos.

3. Tiro al Blanco

Cada jugador tiene tres fichas: una roja y dos azules. Lanza una por una

sobre el tablero y trata de obtener el mayor nimero de puntos.
Se usa la misma forma a - 10 + b.

Gana el jugador que obtenga el mayor nimero de puntos.

Tablero y fichas de color

rojoy azul.

(SEP, 1991, p. 31).

4. Lastrampas de la rana

En la semirrecta, se hacen particiones, usando la secuencia del 1 — 30; 1
— 40; 1 — 50... con la finalidad de que los nifios encuentren las
posibilidades de saltos iterados que dio la rana para llegar al nimero en
donde esta situada, la cual puede estar en un multiplo de los nimeros del
2al9.

Cada jugador tiene la oportunidad de adivinar la trampa que le puso la

rana.

Gana el jugador que tenga mas aciertos.

Una rana de papel

(Fuenlabrada, et. al.
1991, p. 43)

5. Otros nombres de los nUmeros

En una urna se colocan tarjetas del cero al diez. Un alumno sacaré una

tarjeta al azar.

Urna y tarjetas con los

ndmeros del 0 al 9

(Sin datos)
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Los nifios deberan proponer diferentes maneras de representar este
nimero, pueden usar las operaciones aditivas y multiplicativas, por

ejemplo, inventar diferentes nombres para el nimero 6:

10—4=6;3+3=6; 2x3=6; 42—-—36=6,...

6. La calculadora

En una urna se colocan tarjetas del cero al diez. Se forman equipos. Un
alumno de un equipo saca dos tarjetas al azar y otro equipo teclea en la
calculadora los nimeros en el orden en que salieron y tienen que escribir

y decir el nimero que obtuvieron.

Calculadora simple, urna

y tarjetas con los

ndmeros del 0 al 9.

(SEP, 1991, p. 29)

7. Numero escondido

La profesora forma series ascendentes y descendentes usando tarjetas

con los nimeros del 0 al 100.

Quita alguno de los nimeros y los vuelve a acomodar, para que los nifios

encuentren el nimero que falta.

Tarjetas con los nimeros
del 0 al 100.

(SEP, 1991, p. 16).

8. El artesano (ejercicio escrito)

Los nifios resuelven operaciones aditivas, con el uso del modelo

aritmético y sus transformaciones: A+ B =C

Adaptacién de la

Leccion 12.

(Imaz y Filloy 1972, p.
37 - 39).

Ejercicio escrito

9. Caras del payaso (ejercicio escrito)

Los nifios dibujan diferentes payasos, combinando tres diferentes bocas,
o0jos y nariz. Usan la iteracién de la unidad, para representar sumas

iteradas:

3+3+3+3=12 4x3=12

Adaptacién de la

Leccion 31

(Imaz y Filloy 1972, pp.
78 - 81).

Ejercicio escrito

10. La ropa de Luis (ejercicio escrito)

En este ejercicio los nifios tienen que colorear el suéter y el pantaldn,

combinando colores:

Suéter rojo, amarillo, azul y verde.

Adaptacién de la
Leccion 32 (Imaz vy
Filloy 1972, pp. 82 - 83).

Ejercicio escrito
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Pantalén azul, café, gris y verde.

11. El banquero

Los alumnos se forman en equipos. El banquero se turnard en cada

ronda, un nifio funge como banquero.

Se reparten 100 fichas en partes iguales a todos los jugadores, el
banquero decide cuantas fichas se meteran al bote, asi cada jugador

deberé ponerlas.

El banquero tira los dados, si saca un doble o un total de 3 u 11, él se
queda con todo lo del bote; pero si saca un total de 5 0 9, los demas
jugadores se reparten el contenido del bote. Si saca otro total (4, 6, 7, 8,
10) nadie gana y el banquero vuelve a tirar otra vez la siguiente vez sera

el compafiero de la derecha. Gana el primero que obtenga 100.

* Esta ultima actividad sélo se trabajo con los alumnos de 4°

grado.

Fichas de colores, dados

y recipientes. Reglas del

juego por escrito en
papel bond.
Actividad del libro:
Reinventando la
aritmética Il1l. (Kamii,
1995, p. 137)

77




4.3. Categorias de analisis

La base tedrica del disefio de las categorias se sustenta en las aportaciones de las componentes

formal, de cognicidén y comunicacién, descritas en el apartado del marco teérico.

De la componente de cognicion interesa identificar los obstructores relacionados con factores
internos y externos al sujeto, que dificultan dotar de significado las acciones de transicion de
la accion a la operacion, afectando el desarrollo de la abstraccion. Estas dificultades se
manifiestan en errores sintacticos y semanticos, para realizar el proceso de
lectura/transformacion de textos matematicos, propiciando generalizacion de errores,
conflictos para decidir el uso de las operaciones aditivas y multiplicativas en distintas
situaciones problematicas.

Las obstrucciones (...) constituyen una especie de insuficiencia esencial, en el sentido de que el

modelaje dejado al desarrollo espontaneo por parte del nifio, al verse fortalecido en una de sus

componentes, tiende a ocultar precisamente, lo que esencialmente se intenta ensefiar, que son

conceptos y operaciones nuevas. (Filloy, 1999, pp. 108 — 109).

Obstructores (OB)

1. Obstructores provenientes de los conocimientos previos y de las maneras como los
nifios han aprendido las nociones numeéricas que les generan dificultades semanticas

y sintécticas en la construccion de los nimeros naturales.

2. Obstructores provenientes de los procesos cognitivos, que les genera dificultades
para establecer las relaciones de reversibilidad para usar la iteracion y recursividad

en la construccién del sucesor.

De la componente de comunicacién, se retoman las aportaciones de la semidtica para
identificar las dificultades que los nifios tienen en el uso de indicadores de las relaciones
significantes en la produccion de sentido y desarrollar procesos de significacion con el uso

de la logica de los SMS.

Argumentos como Procesos de Significaciéon (APS)
1. Induccion: Habilidad para generalizar el uso de la iteracion en la construccion de cada

numero sucesor, comprobando sus hipotesis con el uso de procesos recursivos.
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2. Deduccion: Habilidad de razonamiento con la posibilidad de llegar a conclusiones,
proponer argumentos que ofrecen criterios de verdad, por ejemplo: cualquier sucesor

contiene a todos los anteriores.

3. Abduccion: Razonamiento que permite transitar de una hipétesis a otra mas abstracta.
Desarrollar inferencias hipotéticas y un uso correcto de la légica de los SMS con sus
cddigos y reglas, para discriminar supuestos verdaderos o falsos. Por ejemplo, en la
construccion de los nimeros naturales, el cero es el Unico nidmero que no es un
sucesor y es el Unico que esta contenido en cualquier nimero. Si un nUmero no esta
vacio entonces es un sucesor.

Dotacién de Sentido (DS) de los SMS

1. Dotacidn de sentidos intermedios: utilizacion de cddigos personales para dotar de
sentido a acciones concretas, lo que puede constituir el transito de lo concreto a lo

abstracto.

2. Dotacién de sentidos a las redes de acciones cada vez mas abstractas hasta

convertirlas en operaciones.
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5. ANALISIS Y RESULTADOS DE LA EXPERIENCIA
EMPIRICA
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5.1. Analisis cualitativo de la experiencia empirica

Una vez que se ha implementado este modelo de ensefianza, el analisis cualitativo comienza
con la identificacion de dificultades recurrentes con base en los indicadores de las relaciones
significantes: pragmatico (conocimientos intuitivos), semantico y sintactico de los nimeros

naturales, ligadas a los principios del modelo formal.

Pragmatico (conocimientos intuitivos) - En este eje se identifican los usos espontaneos hacen
de los nimeros y su correspondencia con estratos de SMS, que les permiten hacer nuevas
decodificaciones y desarrollar nuevas tendencias cognitivas. Los nifios actdan a partir de
conocimientos que han adquirido con experiencias previas, provenientes del seno familiar,

escolar y cultural que los rodea.

Sintactico. - En este eje se centra la atencidn en el uso de las reglas, de signos y simbolos
matematicos (+ - x = ><) para operar con los nimeros naturales en la suma, resta,
multiplicacion, a partir de la iteracion y la recursion; para leer los textos matematicos que se

producen a partir de las actividades disefiadas.

Semantico. - En este eje se identifican las dificultades que tienen para darle sentido a la l6gica
de construccion de los nimeros, decidir entre un SMS y otro para bosquejar un proceso de
solucion, a partir de la interpretacion y manipulacion que hacen con las actividades que se
les proponen en el modelo de ensefianza, que implican la resolucién de problemas

aritméticos.
5.1.1. Identificacion de dificultades recurrentes

Las dificultades recurrentes que se observaron durante la experimentacion se concretan como

sigue:

A. Uso de conocimientos pragmaticos y espontaneos de los nimeros en diversas

situaciones.
ALl. Identificar el cero como namero (P1).
AZ2. Identificar al sucesor y antecesor de cualquier numero. (P3)
B. Uso semantico de los nimeros en acciones de representacion y conteo

B1. NUmero cero como conjunto vacio (P1).
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B2. Reconocer que el cero es el Unico nimero que pertenece a cualquier sucesor (P2).
B3. Reconocer que todo sucesor contiene a todos los anteriores. (P3).
B4. Identificar el nimero cero como el punto origen en la recta.

C. Uso sintactico en las operaciones
C.1 Usar las formas 10 + ay a- 10+ b, ... para representar a los sucesores (Ps).
5.1.2. Anédlisis de las dificultades observadas

El andlisis se realiza con las tres categorias sefialadas: Obstructores, Argumentos como

Procesos de Significacion y Dotacion de Sentido.

A continuacion, se presentan episodios parciales de las actividades del modelo de ensefianza
donde aparecen esas dificultades correspondientes a las tres etapas de la experimentacion,
indicando el grupo correspondiente (Tabla NUm. 5). Los tres primeros episodios
corresponden al grupo de 1° grado, el cuarto episodio al grupo de 2° grado de la escuela
“Jorge Casahonda Castillo” (alumnos que ya no pudieron participar en la tercera etapa), los
siguientes dos episodios corresponden al grupo de 3° grado y los dos Gltimos episodios
(tercera etapa) corresponden al grupo de 2°, que en el ciclo escolar anterior estaban en primer

grado, de la escuela “Gral. Gertrudis Sanchez”.

Tabla Num. 5. Seleccion de los episodios

Etapa | Grupo | Episodio (Ei) parcial de la actividad Siglas

18 1°grado | E1 Adivina quien soy M — Maestra
E2 ¢Podemos construir el siguiente? | Ns — Nifios todos

Es Como soy, Ne — Nicole

2° grado | E4 ¢Podemos construir el siguiente? | N1, N2,... cuando es un nifio

3°grado | Es ¢Podemos construir el siguiente? | cualquiera.
Letra inicial del nombre

22 3°grado | Es Construir las tablas de (x)
cuando es un nifio particular.

32 2°grado | E7 La calculadora .
g ! Para el analisis de la

Es El cambio L.
experiencia se usa la letra

inicial del nombre y entre
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paréntesis el nimero de la

linea en el dialogo.

* Las transcripciones completas de se pueden consultar en el Anexo numero 5:

https://cinvestav365-

my.sharepoint.com/:w:/qg/personal/leticia rodriguez cinvestav mx/EVHLWdIOT R
tLpog77YED1LcB5-n167eSe5eujPva8ksMY w?e=4vgD4e

Para el andlisis de estos episodios se presenta un extracto seleccionado que muestra las
dificultades observadas. A continuacion, se hace el anélisis con el apoyo de las categorias

sefialadas antes.
E:1 Adivina quién soy

1 M: ¢ Qué tengo aqui?

2 Ns: Una bolsa.

3 M: ¢Qué tiene la bolsa?
4

Ni: Nada [La maestra introduce algunos objetos a la bolsa y luego la vacia frente a

ellos].

5 M: ¢ Cdémo quedo la bolsa?

6 N2: Vacia.

7 M: ¢ Cémo podemos saber que mi bolsa esta vacia?
8 A: Porgue no tiene nada.

9 F: Porque si no metes algo, no tienes nada.

10 E: Si esta vacio, no esta pesado.

11 Ne: Si le metes algo, ya esta lleno.

12 E: O por nimeros.

13 M: ¢Cdomo dijiste?

14 Ns: Por nimeros.

15 M: ¢Y cudl creen que sea el nimero que debe de estar aqui?
16 Ns: El uno, el dos, el tres, ...

(...)

17 Nz: un cero.
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18 M: ¢ Quién es ese nimero?

19 Ns: Nada.
0 M: ¢Nada?
21 Ns: Cero.

22 M: ¢En donde lo coloco? [La maestra se refiere a la bolsa que representa el nimero
cero, para colocarla en la semirrecta pintada en la pizarra).

23 F: Hasta el final [sefiala al extremo izquierdo de la semirrecta].
24 M: ¢Hasta el final? ¢ fue lo ultimo que hicieron?
25 F: jAh! jEn el primero! [Corrige y cambia final por primero].

En el episodio se observan las dificultades B1 y B4, los nifios tienen dificultades para
identificar el nimero cero como conjunto vacio. Esto se puede entender que es debido a un
obstructor cognitivo proveniente de su conocimiento previo (OB 1) del cero como cifra, lo
que también les dificulta identificar al nUmero cero como primer nimero (Al), pues han
aprendido que el primer elemento de la secuencia contadora es el uno, como lo expresan Ns
(16) al empezar por el uno. Sin embargo, la respuesta de N3 (17) indica que reconoce que

cero va antes que el nimero uno, lo que es recapitulado por los demas nifios Ns (19 — 21).

La dotacion de sentido aparece en las primeras lineas (1 — 7), al relacionar las palabras nada
y vacio: N1 (4); y N2 (6). El alumno A (8) hace un razonamiento inductivo (APS 1) al usar la
palabra nada para justificar el vacio, con lo cual dota de sentido intermedio (DS 1) a la
ausencia de elementos, dando la pauta a otros sentidos intermedios expresados como no
metes algo, no tiene nada, no esta pesado y lo que no es lleno (lineas 9 —11), Ne (11) verbaliza
su deduccion (APS 2) con la accién de no introducir elementos y la relacién de dos nociones

distintas (masa y peso).

De las lineas 12 a 16, se observa un razonamiento abductivo (APS 3), cuando E (12), hace
una inferencia hipotética al proponer el uso de nimeros para referirse al vacio; pero para
otros nifios Ns (16) tienen la dificultad para nombrar al vacio. N3 (17) deduce que el nimero

que se busca es el cero, lo que es reafirmado por sus demés compafieros Ns (19 — 21).

En la linea 22, se observa la dificultad B4, cuando se les pregunta en qué punto de la recta
van a colocar la bolsa del nimero cero. Para unos nifios es indiferente si el principio del

segmento es a la izquierda o a la derecha porque ain no han establecido que el orden es de

84



izquierda a derecha F (23). Esta es una dificultad para identificar que el cero es un punto
origen de la recta. Esto es una ausencia en el modelo de Von Neumann, dado que no hay
referencias que den cuenta de la linealidad y direccionalidad del orden. EIl alumno F (25)
manifiesta una dotacion de sentido intermedio (DS 1) cuando verbaliza y exclama jAh! jEn
el primero! corrigiendo su hipétesis inicial, precisando ademas los puntos de referencia en la

recta: principio y final.

E2 ¢Podemos construir el siguiente numero?
1. M: ¢Podemos construir el siguiente?
2. Ns: El uno.
3. M: ¢(Cdmo le haremos para construir el que sigue?
4. Ne: Tomar otra bolsa y ponerle el uno.
5. M: ¢Qué tenemos aqui? [mostrando la bolsa vacia].
6. Ns: Vacia.
7. M: Vacio, pero necesito...
8. Ns: El uno.
9. M: ¢Cdmo le haremos, porque esta bolsa esta vacia?
10. Ns: jPongale el uno!
11. M: [introduce la bolsa del cero que se construyd previamente y les pregunta].
12. M: ¢Cuantas bolsas hay adentro?

(...)
13. Ns: Una.

(...)
14. M: ¢ Qué namero se formo aqui?
15. Ns: Un uno.

16. M: ¢Por qué es uno? Emiliano.
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17. E: Porque el uno es primero.

18. M: Nicole...

19. Ne: Porque el uno va después que el cero.
20. M: ¢Donde lo coloco?

21. Ns: En el primero.

22. M: ¢En el primero? ¢Quién esta en el primero? [sefiala al cero que esta colocado en

la semirrecta].
23. Ns: Un nimero cero.
24. E: Lo pasas para el segundo [se refiere a la derecha del cero, en la semirrecta].

En este episodio se observa la dificultad B3 y B2. Se puede apreciar que una vez situado el
numero cero en la recta en el episodio anterior en las lineas (1 — 3), los nifios saben que su
sucesor es el uno, dando un sentido intermedio (DS 1) a la expresion el que sigue. Sin
embargo, cuando Ne (4) dice: tomar otra bolsa y ponerle el uno, se observa la dificultad para
identificar que todo el sucesor de cero contiene a la bolsa del cero, porque los nifios
consideran que basta con etiquetar con el nimero uno otra bolsa vacia; pero entonces no es
el uno, sigue siendo la bolsa del cero. Esta dificultad persiste en (6 — 10), puesto que no
identifican que el nimero uno ha de contener el elemento cero. Se puede decir que esta
dificultad se debe a un obstructor cognitivo (OB 1) que proviene de como los nifios han

aprendido que la secuencia contadora comienza por el nimero uno.

La accion que realiza la maestra (11, 12 y 14) frente a todo el grupo, al introducir la bolsa
del nimero cero dentro de la bolsa del uno, permitié que los nifios Ns (15) observaran que
ese numero es el uno y contiene al elemento cero (ver P2). Pero para otros nifios (lineas 17y
21) sigue siendo un obstructor (OB 1) el seguir la l6gica de construccion y usar la relacion
de reversibilidad para identificar que el cero es el antecesor del uno. Es hasta después del
argumento deductivo (APS 2) de Ne (19) cuando dice el uno va después del cero, lo que lleva
a E (24) a corregir su respuesta, con el argumento inductivo (APS 1) de que este nimero va

a la derecha del cero.
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Es “Como soy”

1. M: ¢Quién va primero?
2. Ns: El uno.
3. M: ¢El uno va primero?
4. Ns: El cero, el cero...
(...)
5. M: ¢Quién sigue despues del cero?
6. Ns: El dos.
7. M: Escuchen. ¢Quién sigue después del cero?
8. Ns: El uno.
9. M: ¢Quién esta antes del uno?
10. Ns: El dos.
11. M: ¢Quién?
12. A: El dos.
13. Ns: jEl cero!
14. M: Axel dice que el dos. ¢ El dos esté antes del uno?
15. Ns: jNooo!
16. M: ¢Quién estd antes del uno?
17. Ns Cero.
18. M: ¢Quién esta antes del cero?
19. Ns: Nadie.
20. M: ¢Quién es el primer nimero que aparece?
21. Ns: Cero, el cero.

En este episodio se observa la dificultad A2. En el episodio anterior dotaron de sentido (DS

1) al proceso de construccion de los nimeros cero y uno; pero se sigue observando en las
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lineas (1 — 12) que los nifios tienen dificultades para identificar el sucesor y antecesor del
namero uno. Esto podria ser debido a una manifestacion del obstructor cognitivo (OB 1), que
una vez mas esta ligado a la manera en que los nifios han aprendido los nimeros, no estan
acostumbrados a reflexionar los procesos de construccion, lo que se puede interpretar como
una respuesta automatizada cuando dicen “dos” (lineas 6 y 12), por lo que la maestra vuelve
a centrarlos haciendo determinadas preguntas M (3, 5, 7, 9, 11), dificultad que persiste en las
respuestas de Ns (10) y A (12). En las lineas (16 a 21) los nifios expresan la dotacion de
sentidos intermedios (DS 1), dando cuenta de la relacion de antecesor y sucesor entre el cero

y el uno como producto de la construccion.

E4 ¢ Podemos construir el siguiente?

En este episodio los nifios de este grupo (7 — 8 afios) ya han construido el cero y el uno.
1. M: ¢Podemos construir el siguiente?

2. Ns: Sigue el dos [organizados en equipos de tres o cuatro nifios construyen los

antecesores del nimero 2].

3. M: Vamos a revisar los numeros que han hecho... En este equipo tienen una bolsa
del 2, veamos que hay adentro, ¢esta el ... 7 [La maestra toma la bolsa etiquetada con

el nimero dos que hicieron los nifios de uno de los equipos (ver figura 18)].

Fig. 18. Bolsa construida por los nifios
4. Ns: El uno [La maestra extrae la bolsa/nimero uno, mostrando a todo el grupo que

la bolsa/nimero uno contiene a la bolsa/numero cero (ver figura 19).]

A

Fig. 19. Bolsa/nimero uno
5. M: ¢Esta completo? [La bolsa/nimero uno contiene a la bolsa/nmero cero].

6. Ns: Si, dentro del uno esta el cero.
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7.

8.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

M: ¢Es correcto para tener el dos? [Pero para completar la bolsa/nimero dos, falta

otra bolsa, la del cero que es la bolsa vacia (ver figura 20)].

-2\

Fig. 20. Asi debid quedar la bolsa/nimero dos
Ns: jSi!, iNooo!...
M: ¢ Qué le falta?
J: Otro elemento.
Z: El cero [Zoe entrega su bolsa del cero].
M: ¢Qué tenemos que hacer?
Ns: Meterla dentro de la bolsa del dos.
M: Entonces ahora ¢ Cuantos elementos tiene?
Ns: El unoy el cero.

M: ¢ Estéa correcta? [En este otro equipo la bolsa del nimero dos tiene dentro dos
bolsas vacias etiquetadas una con cero y otra con la etiqueta del uno (ver figura
21)].

Fig. 21. A la bolsa/numero uno le falta la bolsa/nidmero cero

Ns: jNooo!

M: ¢ Qué le falta?

Ns: La bolsa del cero adentro.
M: ¢Adentro de quién?

Nz1: Del uno [otro nifio del equipo entrega una bolsa vacia con la etiqueta del cero

para meterla en la bolsa de uno].
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22. M: Ya tenemos las dos, ahora ¢,qué sigue?

23. Ns: Meterlas a la bolsa del dos...

(-.)
- Fragmento del episodio de la construccion del nimero nueve -

24. M: ¢Hubieran imaginado que dentro del nimero nueve hay todos estos nimeros?
25. Ns: jNooo! jEsta bien gordo!
26. N2: Y va a ser mas gordo que nunca, ¢imaginate el diez?

27. N3: jSe tendria que tener una bolsa de la basura para el cien!

En este episodio se observa la dificultad B3 y B2. La tarea consistio en construir la bolsa del
namero dos, trabajando en equipos. En las lineas 1 — 9, los nifios de un equipo tuvieron la
dificultad para reconocer que todo sucesor contiene a todos los anteriores, pues dentro de la
bolsa etiquetada con el nimero dos, solo contenia la bolsa del nimero uno, faltando la bolsa

vacia etiquetada con el nimero cero. Esto se esquematiza en la figura 22:

{o, {0}} - el dos;

Falté 1a bolsa del numero
cero en la construccion

Fig. 22. Construccion incompleta del nimero dos

Para algunos nifios, como Ns (7) la dificultad ha sido superada, pero el resto del grupo Ns (9)
no ha encontrado sentido a la construccion ordinal de cada nimero, al contestar “jSi!,
iNooo...!” ala pregunta de M (8). Hasta que J (11) expresa que falta otro elemento, dotando
de sentido la accion de iterar (DS 1), accion que le sigue Z(12) (DS 1) cuando entrega una
bolsa vacia como numero cero, por lo que los Ns (14) siguen la logica de construccion (DS

1) e indican que se deben introducir estos dos elementos en la bolsa del nimero dos.

En el otro equipo, los nifios tienen dificultad para reconocer que el cero es el Gnico numero
que pertenece a cualquier sucesor, pues la bolsa que han construido y etiquetado con el

numero dos: tienen dos bolsas vacias, una etiquetada con el cero y la otra con el niUmero uno.

90



Al considerar que s6lo se necesita etiquetar la bolsa del namero uno, no han reconocido que
el nimero cero pertenece a cualquier sucesor (B2), les falta introducir la bolsa/nimero cero

dentro de la bolsa/nimero uno. La figura 23 ilustra lo que construyeron.

{6, {03} el dos;

Falto la bolsa vacia del namero cero
dentro de la bolsa etiquetada con el
nimero uno

Fig. 23. La bolsa etiquetada con el nimero uno, esta vacia.

Después de la revision con el equipo anterior, en este equipo los Ns (18 y 20) ya explican que
la bolsa del numero dos no estd completa, lo que da evidencia de dotacién de sentido
intermedio (DS 1). Este proceso permite que N1 (22) afirme que el cero esté en el uno, acto
seguido Ns (24) exclaman que deben meter las dos bolsas (cero y uno) a la bolsa del dos,

dando sentido de ordinalidad a la construccion.

Con el uso de un proceso recursivo en la construccién de cada numero, los nifios logran dotar
de sentido (DS 1), superando el obstructor (OB 1) en la construccion del nUmero nueve. N2
(27) usa un argumento inductivo (APS 1) para verbalizar la imagen mental que se hace
refiriéndose al tamafio de la bolsa del nimero diez N3 (28) hace un razonamiento inductivo
(APS 3) al exclamar en voz alta el tamafio de la bolsa del namero cien. Esta inferencia les ha
permitido desarrollar procesos de generalizacion, pues intuitivamente le han dado sentido a

que el numero siguiente va a necesitar una bolsa de mayor volumen.
Es ¢ Podemos construir el siguiente?
Los alumnos de tercer grado construyen el nimero uno.

1. M: ¢Podemos construir el siguiente?
C: Si.

M: ¢Coémo lo haremos?

2

3

4. C: Sumandole.
5. M: ¢A quién tenia anteriormente?
6

G: Al cero.
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7. M: Entonces esta otra bolsita, ¢cémo esta? [Se refiere a la bolsa del nUmero uno].
8. Ns: Vacia.
9. M: Pero si meto adentro de esta bolsa vacia la bolsa del cero, ahora ¢ Cuantos

elementos tiene?
10. G: Uno.
11. M: ¢Qué namero le voy a dar a esta nueva bolsa?
12.V: Uno.

13. M: Entonces para que pueda ser el uno es hasta que...

14. G: jHasta que entre el pasajero!

Aunque en este episodio no se observan dificultades, es importante mostrar como los nifios
usan sus conocimientos previos para dotar de sentido (DS 1) a la construccion del sucesor. C
(4) usa la la suma en su significado de afiadir. G (14) usa la palabra pasajero para nombrar
la bolsa que contiene al elemento cero. Obsérvese que en el primer caso se usa un codigo

convencional, mientras que en el segundo se usa un cddigo personal.
Ee Construimos la tabla de multiplicar

(Construyendo el producto sucesor de 6 - 3).
1. M: ¢Quién sigue? [la maestra se refiere a qué producto sigue] ¢Como lo vamos a

leer?

2. Ns: Siete veces tres.

w

M: ¢Quién era el anterior?
4. G: Seis [sefialando con su mano en la pizarra el 6 - 3].
5. M: ¢Cuantas veces lo vuelves a iterar?

6. G: Unavez mas [Valeria usa la semirrecta para representar la iteracion de 3 en 3, a
partir del 10 + 8].

7. M: ¢A qué numero llegaste?
8. V:al 2l

9. M: ¢Cbmo lo vamos a representar? [Valeria escribe en la pizarra 10 + 1].
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10. M: ¢/ Qué le falta? ¢ Qué tiene que hacer?

11. O: Tiene que poner otro uno [El nifio escribe en la pizarra: 10 + 11].
12. M: ¢ Es correcto?

13. Ns: jNooo!

14. M: ¢ Cuantas fichas rojas tiene?

15. Ns: Dos.

16. M: Entonces...

17. Ns: Dos veces 10.

18. M: ¢ Cbmo sera?

19. Ns: Dos veces diez.

20. [Valeria escribe: 10 + 2].

21. M: ¢ Esta bien?

22. Ns: No ahi es 12.

23. M: Acuerdate como lo hemos hecho [Valeria escribe 2 - 10].
24. M: ¢ Qué le falta?

25. Ns: El uno.

26. M: ¢ Como le hacemos?

27. G: Més uno.

28. M: ¢ Como lo escribimos?

29. G: Dos veces 10 méas uno.

En este episodio se observa la dificultad C1. En las primeras lineas (1 — 9) se presenta la
dotacién de sentido (DS 1) para identificar que el producto sucesor que sigue a 6 - 3 es el
producto de siete veces tres Ns (2). Es importante sefialar que no hay manifestacion del
obstructor (OB 2) para identificar que el producto 6 - 3 esta antes del producto 7 - 3. G (6)

logra argumentar inductivamente (APS 2) gue se necesita iterar una vez mas la unidad.
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Caso contrario en V (8) que, apoyandose en la semirrecta, itera correctamente el nimero tres,
después del producto anterior (6 - 3), pero tiene dificultad con el uso sintactico de la forma
2-10+1,... para representar el producto de 7 - 3. Esta dificultad es recurrente en otros
alumnos, como O (11) que escribe en la pizarra 10 + 11, lo que se puede entender como un
obstructor cognitivo (OB 1), dado que no han tenido experiencia de usar los nimeros de esta
forma. Después en las lineas (12 — 19) hacen una serie de reflexiones y ensayos sin lograr
escribirlo correctamente, V (20) escribe solo un diez, tal y como lo hicieron en la suma, pero
no da cuenta de la iteracion del 10 como la nueva unidad; dificultad que proviene del
obstructor cognitivo (OB 2) para usar la relacion de reversibilidad. La aclaracion de Ns (22)
para corregir lo que V/(20) escribi6 en la pizarra (10 + 2), en realidad es doce y no dos veces
diez, es un argumento inductivo (APS 1); lo que permite a Valeria modificar su respuesta V
(24) pero solo itera dos veces la unidad: 2 - 10. No se ha dado cuenta de que en la semirrecta
avanzo un lugar mas del segundo numero diez, por lo que otros nifios intervienen Ns(25) y
dicen que falta un uno, argumento que es retroalimentado por G (27) al deducir (APS 2) y

afirmar que falta uno mas y verbalizando: “dos veces diez mas uno”.

De la tercera etapa de la experimentacion, se presentan los episodios “La Calculadora” y
“El Cambio”.

E7 La calculadora
1. M: ¢(Qué nimero salié? [los nimeros salieron en el orden: cero y ocho].
(...)
2. Nzi: Ochenta.

3. M: Ceroy ocho, marca cero y ocho [la maestra les repite los nimeros en el orden en

que salieron].
4. Ns: Ochenta [otros nifios repiten el nimero ochenta].
5. Nz: Ocho [otro alumno dice ocho igual que Nai].
6. M: ¢Qué pasd? Vuelve a teclearlo, primero el cero y luego el ocho.

7. N2: jAh, sale ocho!
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En este episodio en las lineas (2 y 4) los nifios invierten el orden de los nimeros para poder
nombrar una cantidad de dos cifras, lo que se puede entender como una dificultad proveniente
del obstaculo cognitivo (OB1), por las maneras en que ha aprendido las nociones numéricas.
Para ellos no tiene sentido que el nimero cero esté colocado a la izquierda. La peticion de
M(6), permite que N3(7), identifique su error, al comprobar el resultado que sale en la

pantalla de la computadora: ocho.

Es El cambio
1. M: ¢Cuanto le tocd? [los compafieros del equipo insisten a su comparfiera que diga

“cambio”, porque en los dados le salid cinco y ya tenia seis fichas azules].
2. Ns: Cinco
3. Nai: Di cambio.
4. M: Pasa a cambiarlas [la nifia no sabe qué hacer]. ¢ Alguien le dice qué hacer?

5. Ns: Tienes que tomar las diez fichas para hacer el cambio. [la alumna toma las cinco

fichas azules y reune diez fichas azules para cambiarlas por una roja].

En este episodio se observa la dificultad de la alumna que lanzo los dados, no sabia qué hacer
para cambiar diez fichas azules por una roja y aungue sus compafieros Ns (2, 3y 5) le dan la
respuesta, no estaba segura de hacerlo. La transformacion de diez unidades a una decena, es
una dificultad que puede ser generada por obstructores provenientes de los procesos
cognitivos para establecer relaciones de reversibilidad (OB 1). Esta dificultad se resolvio

conforme se iba avanzando en el juego.
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5.2. Analisis cuantitativo de la experiencia empirica

Para complementar el perfil grupal se utiliz6 un modelo tridimensional (Rojano, 1985)
representando a cada estudiante en el espacio tridimensional. Se establecieron criterios para
determinar el nivel de desempefio (Alto, Medio o Bajo) de cada estudiante, en cada eje

conocimientos intuitivos, seméntico y sintactico.

Durante la experimentacion del modelo, los alumnos resolvieron ejercicios escritos. De

acuerdo con su estructura cada reactivo, se clasifico en alguno de los ejes:

A. Conocimientos intuitivos (Conocimientos previos y espontaneos).
B. Semantico (resolver situaciones matematicas con base en sus conocimientos y el
sentido semantico que asignan a las actividades).

C. Sintactico (uso de reglas aritméticas para usar y operar los numeros).
Cada reactivo se cuantifico con 0y 1:
0: el reactivo fue contestado incorrectamente o no fue contestado.
1: el reactivo fue contestado correctamente
Se establecieron criterios para determinar el estrato, clase y coordenadas de cada estudiante

a) Estrato: Siguiendo el modelo de Rojano (1985, p. 40), se establecieron cinco criterios
de estratificacion de desempefio de acuerdo con el nimero total de reactivos por eje,
como se muestra en la tabla Num. 6. Los estratos 4 y 5, se sumaron para obtener el
Estrato Alto; el Estrato Medio se tomo el nimero 3, ya que es el punto medio y para

obtener el Estrato Bajo se sumaron el 1y 2.

Tabla NUm. 6. Criterios de estratificacion

Eje | Conocimientos | Semantico | Sintéctico
Estrato Intuitivos
ALTO 5
4
MEDIO 3
2
BAJO 1
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b) Clase: Para obtener la asignacion de clase por eje, se consideré el total de reactivos,
con relacion a los rangos determinados por el porcentaje, como se describen y

ejemplifican en la tabla Nam. 7.

Tabla Num. 7. Criterios para asignacion de la clase

Clase Descripcion del % (29 reactivos) % Rango numérico
3 Mas del 80% del total de reactivos 23.2% 24-29
2 Menos del 80% del total de reactivos 23.2% 14-23
1 Al menos el 80% de la mitad del total de | 12.8% 8-13
reactivos
0 Menos del 80% de la mitad del total de reactivos | 7.2% 0-7

c) Representacion espacial: De acuerdo con la clase obtenida en cada eje (0, 1, 2, 3) son
los puntos de las coordenadas (x,y,z) para su representacién en el espacio
tridimensional. Cada estudiante obtiene las coordenadas de acuerdo con los criterios
de estratificacion y el establecimiento de clase. Las coordenadas de cada alumno se

representan con las letras del alfabeto (A, B, C...)

d) Representacion tridimensional de las clases: Las lineas del plano tridimensional
(x,y,z) representan los ejes sintactico, semantico y conocimientos intuitivos,
respectivamente. Cada estudiante obtiene las coordenadas de acuerdo con los criterios
de estratificacion y el establecimiento de clase. Las coordenadas de cada alumno se

representan con las letras del alfabeto (A, B, C...) ver figura 24.

Eje Sintictico

TSP W — W
\

______ P ——

Eje Seméntico

intuitivos

Figura 24. Representacion tridimensional (Rojano 1985)
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5.2.1. Justificacion teorica de los ejercicios escritos

La resolucién de los ejercicios escritos permitié contar con el criterio cuantitativo para

estructurar el diagndstico y la seleccion de los nifios que participaron en la entrevista clinica.

El disefio de los reactivos fueron producto de la traduccion de los principios matematicos del

modelo Von Neumann. Cada reactivo, se clasifico en alguno de los tres ejes:

- Conocimientos Intuitivos. - conocimientos previstos y respuestas espontaneas que
hacen de los nimeros en correspondencia con estratos de SMS, que les permiten hacer
nuevas decodificaciones y desarrollar nuevas tendencias cognitivas. Las actuaciones
de los nifios estan relacionadas con los conocimientos que han adquirido en

experiencias previas, provenientes del seno familiar, escolar y cultural que los rodea.

- Semanticos. - Resolucidn de situaciones problematicas, la produccion de sentido a la
l6gica de uso de los SMS involucrados en la construccion de los nimeros naturales,
para bosquejar procesos de solucion, a partir de la interpretacion y manipulacion que

hacen con las actividades que se les proponen en el modelo de ensefianza.

- Sintacticos. - Uso de las reglas, simbolos y signos aritméticos (+ — x = >) para

operar con los nimeros naturales.

Los ejercicios se aplicaron a todos los alumnos que participaron en la experimentacion. Para
los grados superiores se aument6 el rango numérico y algunos ejercicios, los cuales se

presentaran en el momento correspondiente de este apartado.

La intencion de los ejercicios pretendio que los nifios representaran de manera escrita la
nocion del cero como nimero y conjunto vacio, como punto origen en la recta; el sucesor y
el antecesor de cualquier nimero y la resolucién de problemas aritméticos de suma y

multiplicacion.

Los ejercicios se titularon:
Evaluacion Formativa
Ejercicio nimero 1
Ejercicio nimero 2

Ejercicio nimero 3
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Ejercicio nimero 4

Evaluacién Escuela (Este ejercicio sélo se aplico en el grupo de 1° grado)
El artesano

La ropa de Luis

Los payasos

Cada reactivo se codificé usando la letra R y su nimero progresivo correspondiente en cada
gjercicio: R1, R2, R3, ...

* Los ejercicios completos se pueden ver en el anexo nimero 3 en:

https://cinvestav365-

my.sharepoint.com/:w:/qg/personal/leticia rodriguez cinvestav mxEVHLWdQT Rt
Lpog77YED1LcB5-n167eSe5eujPva8ksMYw?e=4vgD4e
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https://cinvestav365-my.sharepoint.com/:w:/g/personal/leticia_rodriguez_cinvestav_mx/EVHLWdQT_RtLpog77YED1LcB5-n167eSe5eujPva8k5MYw?e=4vgD4e
https://cinvestav365-my.sharepoint.com/:w:/g/personal/leticia_rodriguez_cinvestav_mx/EVHLWdQT_RtLpog77YED1LcB5-n167eSe5eujPva8k5MYw?e=4vgD4e

5.2.2. Perfil de los alumnos de 1° - 2° grado Escuela Primaria “General Gertrudis
Sanchez” ciclos escolares 2016 — 2017 y 2017 — 2018

100



Itad 1° - 2° grado

ITicu
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Ershel

Dilan

Dominic

Nicole
Uriel

Italia

Axel

Alejandra

Karen

Derek

Fabian

Barush

Daniel

Pablo
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Tabla Num. 8. Concentrado de los reactivos del Eje de Conocimientos Intuitivos
Organizados de mayor a menor grado de dificultad
Grupo de 1° - 2° grado

EJ3[ EF [EJ3[ART|[ EJ3 [ART[ART|[EF EJ1 EB[EJL[PAY[EE [EF [ EF | PAY [EE[EE
Nombre | P8 [P5|P9 | P6 |P1|P10| P5 | P4 |P7| P8 | P9 |P10|P7|P7 | P5 |P3|P1|P2|P4|P6|P4|P6
Ershel ojojt*2y0|2(2}|12;2j242f2141(2(1(1j1}j1j1(1(1]|1
Dilan O|O0O|2L(NP|O| O |NP|NP|2 |21 |2 |2 (2|22 2|11 |1|1|1]|1
Dominic {2 }0(2(212}212|21}|1}(1(0 2|2 |1 (21f2 (11|02 |12 (|1]|1
Nicole ojt1j0(f2j0f0}|1}2j2(2f214(1(2(1 1|11 |1(1(1]|1
Uriel ojoj1f2j0f2}|1;2j2(2f2(2124(2(2(1 (2|11 |1(1(1]|1
Italia 1[{0[(0O|NP|{21| 2 |NPINP|21 |21 |2 |2 |22 |2 |1|2f2f{212|1]|1]|1
Axel i1/0(f2)2}j0}|2}2{212 12|11} 1 1111|112 {12{1f1|1|1
Algjandraf 2 (2 (0} 0|12 |2 (212 |212|1|1)1 |12 |21 |1|2f2f{2 (2|11
Karen ojojo0fo0|2f2}j12;2j242f2(14(12{2(0(f2|1}12|1(12(1]|1
Derek O|1|O0O(NP|2| 1 |[NPINP|21 | NPINPINP|1NP| 1 (2|22 |11 1|1
Fabian ofjojof212(2y0f(o0jf2|2f0}2(0jJj2j21|1(2|2)2}2|1(1|1
Barush ojojo0f2j0f0}|1;2j0f2f2y124(0(2{12 (2|11 |1(12(1]|1
Daniel ojojo0f2|j2f0}j0}2j0f2f0(14(0(2(2f(0j1}12|1(1(1]|1
Pablo i1/1(212})1212}1|j212}1{21 1|11} 1 1111|112 f{1{12f1|1|1
Ana ojt1jo0f2|2(2}|1;2j2(2f2(14(1(2(1 (1|11 |1(1(1]|1
5|56 |9 1010 |10 | 12|12 |13 | 13| 13 |13|(14| 14 (14|14|15|15[15|15|15

Estratificacion de acuerdo con el numero de alumnos que contestaron cada reactivo en el eje

Conocimientos Intuitivos (22 reactivos)

Tabla Num. 9. Concentrado de Estratos y Clase de acuerdo con el nimero de reactivos y

respuestas
ESTRATOS | No. Respuestas | ESTRATOS CLASE % Rango
1 15,15,15,15,15 12 15,15,15,15,15, 0 Menos del 80% de 9 preguntas 7.2 0a7
2 14,14,14,14 14,14,14,14 1 Menos del 80% de 13 preguntas | 10.4 8a10
3 13,13,13,13 3 13,13,13,13 2 Menos del 80% de 22 preguntas | 17.6 | 11a17
4 10,10,10,12,12 4.5 12,12,10,10,10, 3 Més del 80 % de 22 preguntas 17.6 18 a 22
5 5,5,6,9 9,6,5,5
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Tabla Num. 10. Concentrado de los cinco estratos del Eje de Conocimientos Intuitivos

Alumno ESTRATO5 | ESTRATO4 | ESTRATO 3 | ESTRATO2 | ESTRATO 1
Ershel 1 5 4 4 5
Dilan
Dominic
Nicole
Uriel
Italia
Axel
Alejandra
Karen
Derek
Fabian
Barush
Daniel
Pablo
Ana Laura

N |~ PP (PP OIN| W NN W~
OO ININ (W WO | W w ||
AN IOWNIRFP AR S
B S VO R A S N LS I T = I S (S S [~ [ S OO I
o1l |on oo (o1 OO o1 o1 (o1 o1 o1 o1 Ol

Tabla Num. 11. Concentrado de reduccion de estratos del Eje de Conocimientos Intuitivos
y asignacion de la clase

Alumno ESTRATO 4-5 | ESTRATO 3 ESTRATO 2-1 CLASE
Ershel 6 4 9 3
Dilan 2 4 9 2
Dominic 7 4 8 3
Nicole 5 4 9 3
Uriel 6 4 9 3
Italia 4 4 9 2
Axel 7 4 9 3
Alejandra 7 4 9 3
Karen Sarai 5 4 8 2
Derek Ivan 4 1 8 1
Fabian 4 2 9 2
Barush 3 3 9 2
Daniel 3 2 8 1
Pablo 9 4 9 3
Ana Laura 7 4 9 3
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Tabla NUm.12. Concentrado de los reactivos del Eje de Seméantico organizados

de mayor a menor grado de dificultad
Grupo de 1° - 2° grado

Alumnos |EF [EF|EJ3 |PAY |EE| ART EF |EJ1 |ART |PAY |EE| EJ1 |EE|PAY| EJ3 EE RO
Nombre |P3|P4| P5 | P2 P2 | P3 |P10| P8 | P5 P2 P1 |P1|P1L |P4|P8| P3 [P3|P4| P9 |P10| P1
Ershel 0|1 0 0 1)1 1 1 1 1 1 111 |1(1 1 1]1)]1]1 1
Dilan 110 0 0 O [NP|NP| 1 1 NP 1 1(1]1]0 0 1|1)]1]1 1
Dominic 01 1 0 0[O 1 1 1 1 0 171 |1(1 1 171111 1
Nicole 0(0 1 1 0[O0 1 1 0 1 0 1(1]1]1 1 171111 1
Uriel 1|1 0 1 1]1 1 1 1 1 1 171 |1(1 1 1]1)]1]1 1
Italia 110 1 0 1 [NP|NP| 1 1 NP 0 171 |1(1 1 171111 1
Axel 01 0 1 0|1 1 0 1 1 1 0|1 (1|1 1 171111 1
Alejandra | 0 [ O 1 1 1)1 1 1 1 1 1 111 |1](1 1 1|]1)]1]1 1
Karen 0(0 0 0 0|1 1 1 1 1 1 0|1 (1]|1 1 1]1)1]1 1
Derek 0(0 1 0 O [NP|NP| O NP NP 1 0O |NP|1]|1 1 171111 1
Fabian 0|0 1 1 1)1 0 0 1 1 1 111 |1](1 1 1|]1)]1]1 1
Barush* 0(0 0 1 1)1 0 0 1 1 1 171 |1(1 1 1]1)1]1 1
Daniel 00 0 0 1|1 1 0 0 1 1 1(1]1]1 1 171111 1
Pablo 0(0 1 1 1|0 1 1 0 1 1 1|1 |NP|1 1 1|]1)]1]1 1
Analaura| 1 | 1 1 1 11 1 1 1 1 1 171 |1(1 1 1|1)1]1 1

4 (5 8 8 99|10 (10| 11 12 12 |12 | 14 |14 |14 | 14 |15(15| 15| 15 | 15

Estratificacion de acuerdo con el nimero de alumnos que contestaron cada reactivo en el eje

Semantico (21 reactivos)

Tabla Num. 13. Concentrado de estratos y clase de acuerdo con el nimero de reactivos

104

ESTRATOS | No. Respuestas | ESTRATOS CLASE % Rango
1 15,15,15,15,15 1. 15,15,15,15,15, 0 Menos del 80% de 9 preguntas 7.2 a7
2 14,14,14,14 14,14,14,14 1 Menos del 80% de 13 preguntas | 104 | 8a10
3 11,12,12,12 3 11,12,12,12 2 Menos del 80% de 21 preguntas | 16.8 | 11a17
4 9,9,10,10, 45 10,10,9,9,8,8,5,4 3 Més del 80 % de 21 preguntas 16.8 | 18a22
5 8,8,5,4




Tabla Num. 14. Concentrado de los cinco estratos del Eje Semantico
Alumno ESTRATO5 | ESTRATO4 | ESTRATO3 | ESTRATO2 | ESTRATO 1
Ershel 1 4 4 4 5

Dilan

Dominic

Nicole
Uriel

Italia
Axel

Alejandra

Karen Sarai

Derek lvan

Fabian

Barush

Daniel
Pablo

BN O] R N P O N N N W N N -
Al W W N N O W B NN RN N
Al W W B B P W B W N BN W W
BN OO N I~ B S B DO 2 I B B S R s s B ] B S
ol o1 o1 o1 o o o o o o1 o1 o o1 o1

Ana Laura

Tabla Num.15. Concentrado de reduccion de estratos del Eje Semantico para asignar la
clase

Alumno ESTRATO4y5 ESTRATO 3 ESTRATO 1y 2 CLASE
Ershel 5 9

Dilan

SN
w

Dominic

Nicole
Uriel

Italia
Axel

Alejandra

Karen Saral

Derek Ivan

Fabian

Barush

Daniel
Pablo

| g W W &~ P W O A B N BN
Al W W B D] P W B W N BN W W
O 0| ©| ©| ©| O ©| ©| ©f ©| ©| ©f ©
Wl N N N N R N W N N W NN e

Ana Laura
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Tabla Num. 16. Concentrado de los reactivos del Eje de Sintactico organizados de mayor a
menor grado de dificultad Grupo de 1° - 2° grado

AR | RO EJ E EJ| EJ
T P ART 3 PAYASOS ART F EJ1 PAYASOS EE| 1| 3 PAYASOS
P1 | P1 P1 | P1 P1 PL [ PL [ PL| P7 [ P1l P1 | P1 | P1

Nom.
pg | P2 | 3| 4P| 1| 2|P6| 3 |P8|Po|PL|PT|Pe|P2|P3|P7| O | 5|6 | B | 1|P2|Pafla]| 1] 2]|P5

Ershel | o | o | o | oo a2 a oo afalafala]a]a]a]a]|a]aflala]a]a|2]2

Dilan | e | 1 |ne|ne|nefne|ne| 2 [ne o [ 2 nefne| e |2 e a e fa]alalelala]ze]z

Domin | y | o [ 2|2 a|a| oo alaela|alalalafafala]a]la]a]aelala]|a]aflze]2

Nicole | o | o [o|o|a]ofofo|o|a|a|a]afa|alafa|la|a]afaflafalafla|a]a]2

Uriel | o | o [ oo e el oe]a]alolalalalalalole|alalala]laelalafa]lr]r

Italia | np | e [N | ne [neneme| o [ 2 |2 fne|ne |2 ool |ala]a]a]s

Axel 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 1 1 1

Algja | 3 | o ol e e el alafaa]alala]a]lo|elalalalafafalz]:

Karen | 4 [ o [ 2| 2|2 2| afafla]ofola]|a]a]|a]|a]|a]o|la]|a|a|la]la]|a|l2f2]21]2

Derek | np [ ne | ne [ ne e | ne N [nene| o |2 [nefne| o [ wolne| 2| o 2] o] o fnefne|a|2]afe]s

Fabian | o | o |2 [ 2|2 fe| 2|2l alofol el a]alala]alolelala]lala|elala]z]z

Barush | o [ 2 [ o|ofo|2|ofo|la|o|la|la|laflolofofo|a|a|a|afa|la|afla]afz]2

Daniel | 1 [ o |2 |22 |2 alofla|alalalaloalala]afe]a)aflala]ola]afzs]2

Pablo 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

ZaVL: T T T (R A T T (T (R NN T (N NPT SN T T N TN T (N TN T (NPT (NPT P B S T A

Tabla Num. 17. Concentrado de estratos y clase de acuerdo con el nimero de reactivos

ESTRATOS | No. Respuestas ESTRATOS CLASE % Rango
Menos del 80% de 9 7.2
1 15,15,15,15 12 15,15,15,15, 0 preguntas Oa7
14,14,14,14,14 Menos del 80% de 16 12.8
2 14,14,14,14,14 1 preguntas 8al3
13,13,13,13,13, 13,13,13,13,13, Menos del 80% de 29 23.2
3 13,13 3 13,13 2 preguntas 14 a 23
Mas del 80 % de 29 23,2
4 11,11,11,13,13 45 111111131310, 3 preguntas 321 24229
5 8899101010 10,10,109.9.8.8
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Tabla nim. 18. Concentrado de estratos del Eje Sintactico

Alumno

ESTRATO 5

ESTRATO 4

ESTRATO 3

ESTRATO 2

ESTRATO 1

Ershel

8

[8)]

7

(&)

4

Dilan

Dominic

Nicole

Uriel

Italia

Axel

Alejandra

Karen Sarai

Derek lvan

Fabian

Barush

Daniel

Pablo

Ana Laura

0| 0| O N| O Of N O M| O | | o N

gl o g | W N Wl g W N & ] O DN

~N| O O Wl o O o N O N O N| N N

A O B O O W[ o g ] o g o1 01| O

G I N I N I N I N N (N (N NS N N N S

Tabla nim. 19. Concentrado de la reduccion a tres estratos para asignar la clase

Alumno ESTRATO 5 ESTRATO 3 ESTRATO 1 CLASE
Ershel 13 7 9 3
Dilan 4 7 9 2
Dominic 13 7 9 3
Nicole 5 7 9 2
Uriel 12 6 9 3
Italia 2 7 9 2
Axel 5 5 8 1
Alejandra 13 7 9 3
Karen Sarai 10 6 9 3
Derek Ivan 2 5 7 0
Fabién 9 6 9 3
Barush 6 3 9 1
Daniel 11 6 8 3
Pablo 13 5 9 3
Ana Laura 13 7 8 3
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Tabla nim. 20. Concentrado de coordenadas, asignacion de clase en cada eje, del grupo de

10- 20
Alumno CONOC.
INTUITIVOS |SEMANTICO |SINTACTICO | Coordenadas | PUNTO

Ershel 3 3 3 333 A
Dilan (*) 2 1 2 212 B
Dominic 3 2 3 323 C
Nicole 3 2 2 322 D
Uriel 3 3 3 333 E
Italia (*) 2 2 2 222 F
Axel 3 2 1 321 G
Alejandra 3 3 3 333 H
Karen 2 2 3 223 |
Derek (*) 1 1 0 110 J
Fabian 2 2 3 223 K
Barush 2 2 1 221 L
Daniel 1 2 3 123 M
Pablo 3 2 3 323 N
Ana 3 3 3 333 O

(*) Alumnos que se dieron de baja del plantel.

Representacion de la poblacion en el modelo tridimensional, (Rojano, 1985) de acuerdo con

las coordenadas X, y, z (conocimientos intuitivos, semantico y sintactico respectivamente).
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5.2.2.1. Representacion del perfil de grupo de 1° -2° grado en el plano tridimensional

Eje Sintactico

/" |AEHO

%

ol
Eje
Semantico
®
Eje Conocimientos intuitivos CLASE
CENTRAL
F.B,ILK,L
(333) |AEH,O 222) |F
(32,3) |C,N 221 |L
(322) |D 2,12) | B
(321 |G (12,3) | M
223) |ILK (1L,1,0) |J

Fig. 25. Representacion grafica del diagndstico del grupo de 1° - 2° grado
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5.2.3. Perfil de los alumnos de 3° - 4° grado Escuela Primaria “Susana I. Herrera
Mascorro” ciclos escolares 2016 — 2017 y 2017 — 2018
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Tabla nim. 21. Concentrado General de 3° - 4° de todos los react
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Tabla nam. 22. Concentrado de los reactivos del Eje de Conocimientos Intuitivos
organizados
de mayor a menor grado de dificultad Grupo de 3° - 4° grado
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Estratificacion de acuerdo con el nimero de alumnos que contestaron cada reactivo en el eje
Conocimientos Intuitivos (18 reactivos)

Tabla nim. 23. Concentrado de estratos y clase de acuerdo con el nimero de reactivos

No. %
ESTRATOS | Respuestas | ESTRATOS | No. Respuestas CLASE Rango
Menos del 80% de 7 5.6
1 15,16,16,16 1.2 15,16,16,16, 0 preguntas 0ab6
14,14,14 Menos del 80% de 10 8
2 14,14,14 1 preguntas 7a8
Menos del 80% de 18 14.4
3 13,13,13 3 13,13,13 2 preguntas 9al4
Mas del 80 % de 18 14.4
4 11,11,11,10 45 1111111086, 3 preguntas 15a18
5 8643 43
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Tabla nim. 24. Concentrado de los cinco estratos del eje de Conocimientos Intuitivos

Del grupo 3° - 4° grado

Nombre

ESTRATO 5

ESTRATO 4

ESTRATO 3

ESTRATO 2

ESTRATO 1

Giovani

2

3

3

3

4

Wendy

Jazmin

Fatima

Leslie

Emiliano

Dulce

Santiago

Guillermo

Eliany

Gadiel

Itzel

Pamela

Vianey

Miriam

Valeria

Allison

Naomi

Britany

Carlos
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Tabla nim. 25. Concentrado de la reduccidn a tres estratos para la asignacion de la clase en
el

Eje Conocimientos Intuitivos

Nombre | ESTRATO 5-4 |[ESTRATO 3| ESTRATO 2-1 | CLASE
Giovani 5 3 7 3
Wendy 5 3 7 3
Jazmin 1 0 6 0
Fatima 2 2 6 0
Leslie 1 3 7 2
Emiliano 7 3 5 0
Dulce 3 3 7 2
Santiago 4 3 4 0
Guillermo 2 1 5 0
Eliany 5 3 4 0
Gadiel 5 2 5 0
Itzel 3 1 4 0
Pamela 0 2 4 0
Vianey 6 3 3 0
Miriam 1 0 6 0
Valeria 4 1 7 2
Allison 4 3 7 2
Naomi 1 0 5 0
Britany 2 0 3 0
Carlos 3 3 3 0
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Tabla nim. 26. Concentrado de los reactivos del Eje de Semantico organizados
de mayor a menor grado de dificultad
Grupo de 3° - 4° grado

Nombre 1°E | ART |1°E |EJ4 |1°E |EJ2 |1°E |[EJ4|1°E PAYASOS EJ2 ARTESANO
8 |P11 |P7 | P4 |P11 | P3 |P4 |P3 | P12 | P1 | P2 | P3| P2 | P6 | P10 | P3 | P2
Giovani 0| 1 1] 0 0 101 0 0 0 1 1 1 1 111
Wendy 110 1] 0 1 1/1]1 1 1 1 1 1 1 1 111
Jazmin 0] 0]O0] O 1 110 0 1 1 1 1 1 1 111
Fatima 0| 1 0| O 0 0] 0|0 0 1 1 1 1 1 1 111
Leslie 0| O 1 1 1 101 1 1 1 1 1 1 1 111
Emiliano | 0 | 1 1 1 0 101 0 0 0 0 1 1 1 111
Dulce 0| O 1] 0 1 0|10 1 1 1 1 1 1 1 111
Santiago | 1 | O 1] 0 1 0|11 1 0 0 0 1 1 0 111
Guillermo | 0 | 1 0| O 1 1]/1]0 1 0 0 1 1 1 1 111
Eliany 0| 1 0 1 0 111 1 0 1 1 1 1 1 111
Gadiel 0| 1 0 1 1 101 1 1 0 1 1 1 1 111
Itzel NP| NP |NP| 1 |[NP| O | NP| 1T |NP| 1 1 1 1 | NP | NP | NP | NP
Pamela 0/ 0|0 1 O INP|1]O0 0 0 0 0O [NP|] O 1 111
Vianey 0/ 0]J]0] O 0 110 0 1 0 0 1 1 1 0 |1
Miriam 0/ 0]J]0] O O INP| O | O 1 0 1 1 [NP| 1 0 111
Valeria 0/ 0]J]0] O 0 001 1 1 1 1 1 1 1 111
Allison 0|0 1 1 1 0]0]1 1 1 1 1 1 1 1 111
Naomi 0| 0O J]O|NP] O |NP| 1 [NP| O 1 1 1 [NP| O 0 111
Britany 1] 1 O [NP| 1 |[NP| 1 [NP| 1 1 1 1 [NP| 1 1 111
Carlos 0|0 1 1 1 1 ]1 1 1 0 0 0 1 0 1 1|1
3| 7 8 | 8 |10 |10 |11 11| 12 |12 |12 | 15| 16 |16 | 16 | 18 | 19

Estratificacion de acuerdo con el nimero de alumnos que contestaron cada reactivo en el eje
Semantico (17 reactivos)

Tabla nim. 27. Concentrado de estratos y clase de acuerdo con el nimero de reactivos
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ESTRATOS | No. Respuestas | ESTRATOS | No. Respuestas | CLASE % Rango

1 18,19 0 Menos del 80% de 4 preguntas | 32 0a3
1-2 18,19,16,16,1
2 16,16,16 8,19,16,16,16 1 Menos del 80% de7 preguntas 5.6 4a6
Menos del 80% de 17 13.6

3 15,12,12,12 3 15,12,12,12 2 preguntas 7al4
4 11,11,10,10 45 11,11,11,10,10, 3 Més del 80 % de 17 preguntas | 13.6 | 15a17
5 8,8,7,3 8,8,7,3




Tabla nim. 28. Concentrado de los cinco estratos del eje Semantico
Grupo 3° - 4° grado

Nombre

ESTRATO 5

ESTRATO 4

ESTRATO 3

ESTRATO 2

ESTRATO 1

Giovani

2

2

1

3

2

Wendy

Jazmin

Fatima

Leslie

Emiliano

Dulce

Santiago

Guillermo

Eliany

Gadiel

Itzel

Pamela

Vianey

Miriam

Valeria

Allison

Naomi

Britany

Carlos
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Tabla nim. 29. Concentrado de reduccion a tres estratos y obtencion de la clase del eje

Semantico

Nombre ESTRATO5-4 ESTRATO 3 ESTRATO2-1 | CLASE
Giovani 4 3 5 2
Wendy 6 3 5 2
Jazmin 3 3 5 2
Fatima 1 3 5 2
Leslie 6 3 5 2
Emiliano 5 0 5 1
Dulce 4 3 5 2
Santiago 6 0 4 1
Guillermo 5 1 5 1
Eliany 6 2 5 2
Gadiel 6 2 5 2
Itzel 2 3 1 0
Pamela 2 0 3 0
Vianey 2 1 4 1
Miriam 1 2 3 0
Valeria 2 3 5 2
Allison 5 3 5 2
Naomi 1 3 2 0
Britany 5 3 4 2
Carlos 7 0 4 1
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Tabla nam. 30. Concentrado de los reactivos del Eje de Sintactico, organizados
de mayor a menor grado de dificultad
Grupo de 3° - 4° grado

ART1IE[  EJ1 |Exdpan{Er2[Er3|  pavasos  [EJ1 EJ3 [PAYARTIE | PAY ASOS
NOMBRE | P9 [ P9 [ P2 [P3 [Po [P7[P10] P1 | P6 [P13[P1a]P15[P16] P7 [ P8 [P3 [P4[P4[P7 [ProfPL1[PL2] PO
Giovanni | 0 | 0 [d Jo Jo o1 [ 1 [t [ oo oo alafolalalalq[1]1
Wendy |0 [t |t [t o oo o [o oot afolo oot a[o]t[t]1
Jazmin tloJofolofola oo aafafalololelolaa 1111
Faitma |0 | 0D |0 o |o|o|o o1 JoJolojofjtloft]oJololt]o]lo]1
Leslie 0Jo0 i1 Jt]t]lof1][t]JoloJo]ojofJiloli]ojt]i]t][1]o0
Emiliano [0 [0 [t [t [oJof ot [o ool oofoafolallola]r]
Dulce tJoJoJofJoJol o aJolololol ol lololal1lolol
Santiago |0 [ 1 [t [t foJelolt[aJofolofol ottt lri]olololelolo
Guillermo| 0 [t [0 [a Jofu o [ Jola[alafaalaoelolol a1l
Eliany ot JofJoJou v [t [t Ja[afijafololt 1]t lt[1]1
Gadiel oo oottt 1 [t Ja [t jajaJafuifiJt]t]olt[1]1
Ttzel O [NP[1 [0 [ttt |1 [t a1 aJiiJi o[t]o[NP[T[1]1
Pamela |1 [0 JoJo 1 [ufo[nel 1 JoJolofoltJoloailolarJoTloTo
Vianey |0 [0 |t [t [oJofo [t oo oo folofo[a]rfolr]el1]u
Miriam [0 [o Jo [t [afol o nelo o oo oo oo foll1]n
valeria |1 |0 [t [t [oJeflolololololofolololol it folrlo]o
Allisen Jo [t JoJoltfileflololololololaalaual1iJolololol
Nanomi | 0 | 0 |[NP|NP|NP|NP| 0 |NP|NP| O |0 0|0 |NP[NPINP[NP[ 1|1 |00 |00
Britany | 0 | | |NP|NP|NP[NP| 0 [NP|NP[O |0 | 0 |0 |NP|NP[NP|[NP[O[O |1 |0 |10
Carlos o[t Jola ol aoelol a1

B EA NN NN R E R E EE R R EEE

Estratificacion de acuerdo con el nimero de alumnos que contestaron cada reactivo en el eje
Semantico (17 reactivos)

Tabla num. 31. Concentrado de estratos y clase de acuerdo con el nimero de reactivos
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ESTRATOS | No. Respuestas ESTRATOS CLASE % Rango
Menos del 80% de 14 | 11.2

1 1717,18,18,19,20 11,17,18,18,19.20 | o preguntas 0aill

1-2 14,14,14,14,

14,14,14,14, 15.15 16 16 Menos del 80% de7 19.2

2 15,15,16,16, T 1 preguntas 12 al19
12,12,12,12,12,12, 12,12,12,12,12,12, Menos del 80% de 17 29.6

3 13,13,13,13, 3 13,13,13,13, 2 preguntas 20a30
11,11,11,11, 11,11,11,11,11,11 Masdel 80 % de17 | 29.6

4 11,11 4-5 5,7,10,10,,10,10,10 3 preguntas 31a37

5 5,7,10,10,,10,10,10




Tabla nim. 32. Concentrado de los cinco estratos del eje Sintactico
Grupo 3° - 4° grado

Nombre

ESTRATO 5

ESTRATO 4

ESTRATO 3

ESTRATO 2

ESTRATO 1

Giovani

2

6

9

7

6

Wendy

Jazmin

Fatima

Leslie

Emiliano

Dulce

Santiago

Guillermo

Eliany

Gadiel

ltzel

Pamela

Vianey

Miriam

Valeria

Allison

Naomi

Britany

Carlos
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Tabla nim. 33. Reduccidn a tres estratos y asignacion de la clase del Eje Sintactico

Nombre ESTRATO5-4 ESTRATO 3 ESTRATO2-1 | CLASE
Giovani 8 9 13 1
Wendy 12 9 13 1
Jazmin 6 6 10 0
Fatima 1 4 12 1
Leslie 6 6 10 0
Emiliano 9 7 14 2
Dulce 4 5 13 1
Santiago 5 4 12 1
Guillermo 10 7 11 0
Eliany 9 8 13 2
Gadiel 9 9 14 3
Itzel 11 7 12 1
Pamela 4 4 11 0
Vianey 9 9 11 0
Miriam 7 9 11 0
Valeria 3 4 13 2
Allison 3 6 11 0
Naomi 0 2 5 0
Britany 1 2 6 0
Carlos 11 7 12 1
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Tabla nim. 34. Concentrado de clases de acuerdo con los ejes 3° - 4° grado

Nombre CONOC INT SEMANTICO | SINTACTICO |Coordenadas|PUNTO
Giovani 3 2 1 321 A
Wendy 3 2 1 321 B
Jazmin 0 2 0 020 C
Fatima 0 2 1 021 D
Leslie 2 2 0 220 E
Emiliano 0 1 2 012 F
Dulce 2 % 1 221 G
Santiago 0 1 1 011 H
Guillermo 0 1 0 010 I
Eliany 0 2 2 022 J
Gadiel 0 2 3 023 K
Itzel 0 0 1 001 L
Pamela 0 0 0 000 M
Vianey 0 1 0 010 N
Miriam 0 0 0 000 0
Valeria 2 2 2 222 P
Allison 2 2 0 220 Q
Naomi 0 0 0 000 R
Britany 0 2 0 020 S
Carlos 0 1 1 011 T

acion de la poblacién en el modelo tridimensional de acuerdo con las coordenadas X, vy, z

(conocimientos intuitivos, seméntico y sintactico respectivamente).
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5.2.3.1. Representacion del perfil de grupo de 3°- 4° en el plano tridimensional

Eje Sintactico

/J

- | ‘
: Semantico

CLASE CENTRAL
P, E,G,Q,
»®
Eje: Conocimientos intuitivos
AB (321) G (221) L (001)
C (020) H (011) M, O,R (000)
D (021) I, N (010) P (222)
E,Q (220) J (022) S (020)
F (012) K (023) T (011)

Fig. 26. Representacion grafica del diagndstico del grupo de 3° - 4°
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5.2.4. Diagnostico: Primeras aproximaciones

Este andlisis nos permitié averiguar qué dificultades de aprendizaje tienen los nifios enfrentan
cuando se les ensefia con un modelo fundamentado en la estructura formal de Von Neumann,
centrado en el principio de la ordinalidad a partir de la construccion del niamero cero e

identificando que cualquier sucesor contienen a todos los anteriores.

El andlisis cuantitativo complementé el perfil grupal de cada grupo, usando el modelo
tridimensional (Rojano, 1985) para representarlo en el plano. Para este analisis se
consideraron las respuestas en cada reactivo de los ejercicios escritos que se disefiaron para
este fin. Cada alumno se ubic6 en un estrato de acuerdo con su nivel de competencia (alto
medio, bajo) en cada uno de los ejes (conocimientos intuitivos, semantico y sintactico), lo

que permitié la asignacion de clase por eje.

En el grupo de 1° - 2° grado el 33.3%. de los alumnos representaron la clase central, frente al

53.33% de los alumnos ubicados en desempefio alto, sélo el 13.3% tuvo un desempefio bajo.

En el grupo de 3° - 4° grado el 20% de los alumnos representaron la clase central, frente al

10% de desempefio alto, el 60% tuvo en desempefio bajo.

En el analisis cualitativo, se observo que conforme se repetia el proceso de construccion de
cada numero (usando la iteracion como principio de construccion) y la edad de los nifios
aumentaba, las dificultades se iban superando mas rapido. La interaccién que se dio en la
construccion de los intertextos facilitd la dotacion de sentidos intermedios, posibilito la
produccidn de procesos de significacion y propicié una ruptura de los conocimientos previos,

facilitando un pensamiento tendiente a la abstraccién numérica.

Los nifios de 1° grado lograron superar las dificultades utilizando los argumentos de
induccién, deduccion y abduccidn para significar las acciones dirigidas a la construccion del

conjunto vacio como nimero cero.

Los nifios de 2° grado superaron rapidamente las dificultades en la construccion de los
primeros cinco numeros, realizaron procesos de lectura/transformacion en sus primeros
acercamientos a la nocién de cero como conjunto vacio y cémo el Unico nimero que

pertenece a cualquier sucesor. Dotaron de Sentido la construccion del sucesor al completar
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las celdas en la tabla de suma, usando la forma 10 + a; pero tuvieron dificultad al usar la

forma a - 10 + b, para representar al producto en cada celda de la tabla de multiplicacion.

Los nifios de 3° grado no presentaron dificultades en la construccion de los primeros nimeros,
incluyendo el cero. Dotaron de Sentido intermedio la nocién de sucesor al introducir la
palabra “pasajeros” que hizo un estudiante de este grupo, permitiendo usar pragmaticamente
el principio de ordinalidad. Se observd la dificultad al usar la forma a-10+ b, para

representar el producto en cada celda en la tabla de multiplicacion.

Durante el disefio del modelo de ensefianza se encontrd que, en el modelo de Von Neumann
hay una ausencia para representar la linealidad y el orden en la construccién de los nimeros
naturales, por lo que se introdujo el uso de una semirrecta como un recurso didactico para
este fin retomado de Maravilla (2011), justificandolo en la definicion de intervalo (Hamilton
& Landin 1961, p. 97). Este recurso permitié que los nifios establecieran la linealidad del
orden de los numeros, colocando la bolsa del cero como el primer elemento de la
construccién. Después de ensayo y error, los alumnos lograron usar la forma 10 + a para
representar a los nimeros mayores que diez y para los nimeros mayores de 10 + 9 usaron la

formaa- 10+ b.

En la tercera etapa de la experimentacion, los nifios de 2° grado identificaron el orden de los
nameros, en la actividad de “Numero escondido”. También encontraron el nimero escondido
en las diferentes secuencias numéricas, usando tarjetas con numeros del 0 al 100 (no se
considero relevante elegir episodios de esta secuencia de actividades, pues la atencién esta

centrada en las dificultades recurrentes).

En la actividad de la calculadora, los nifios de 2° grado se enfrentaron a la dificultad del uso
del nimero cero, cuando éste aparecid en la primera tarjeta que se extrajo de la urna y en
segundo lugar salié la tarjeta del ocho, para poder darle sentido al uso del nimero cero,
algunos nifios invirtieron el orden: ochenta. Esta accion generd debate entre los nifios,
permitiendo identificar que el cero como cifra antes de un digito representa el vacio y usando

la calculadora simple para comprobar el resultado, se logré corregir la respuesta.

En la actividad “Otros nombres de los numeros”, los dos grupos (2°y 4°) lograron representar

los numeros que se les propusieron usando operaciones aditivas.
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En las actividades “Tiro al blanco y el boliche usaron la propiedad asociativa y el elemento
neutro para la suma, generd dificultades para representar las cantidades de la forma a - 10 +
b, los alumnos de 2° grado sélo hicieron la sumatoria de manera directa, apoyandose en la
semirrecta. Los alumnos de 4° grado lograron usar la propiedad asociativa y la forma

aritmética propuesta, a partir del trabajo grupal.

La actividad “El banquero”, los alumnos de 4° grado lograron realizar acciones de reparto,

siguiendo las reglas del juego.

En el siguiente capitulo se presenta el analisis de las seis entrevistas que se aplicaron a finales
del curso escolar 2017 — 2018. Participaron tres alumnos de segundo y tres alumnos de cuarto

grado.
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6. ANALISIS Y RESULTADOS DE LAS ENTREVISTAS
CLINICAS
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6.1. Andlisis y resultados de las entrevistas clinicas

Para el andlisis de las entrevistas, se iran retomando fragmentos de los didlogos de las
secuencias de actividades atendiendo a: dificultades recurrentes, nuevas dificultades e

indicios de transicion hacia la generalizacion.

Para explicar este analisis conviene retomar el disefio del trabajo, el cual se estructuro en tres

fases:

1. Disefiar un Modelo de Ensefianza con base en Von Neumann, dirigido a nifios de 6
a9 anos.

2. Experimentar con tres grupos (1°, 2° y 3°) grado de educacion primaria, para
identificar dificultades de aprendizaje.

3. Contrastar a través de la entrevista clinica las dificultades observadas durante la

experimentacion.
Para guiar estas fases se plantearon las siguientes preguntas de investigacion:

¢Qué elementos del modelo formal en los términos sefialados por Hamilton & Landin
(1961) se deben considerar para disefiar un Modelo de Ensefianza que se traduzca en

actividades concretas, dirigidas a nifios entre 6 a 9 afios?

¢Qué dificultades se pueden observar cuando los nifios trabajan a partir de la

construccion de los nimeros naturales, con base en ese modelo de ensefianza?

¢Cual es el efecto del Modelo de Ensefianza con relacion a las dificultades observadas
en su implementacion, una vez transcurrido un periodo aproximado de un curso escolar

desde su implementacion?

En los capitulos precedentes se han abordado las dos primeras fases del proyecto con las que
se han dado respuesta a las dos primeras preguntas de la investigacion. Ahora se aborda la
tercera fase, el analisis de la entrevista clinica, con la que se pretende dar respuesta a la tercera

pregunta.

Para centrar este andlisis de la tercera fase de la entrevista se toma como objetivo particular
averiguar si persisten las dificultades identificadas durante la experimentacion, si se han

superado o si aparecen nuevas.
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6.1.1. Protocolo de la entrevista

El protocolo de la entrevista se estructuré con las mismas actividades del Modelo de
Ensefianza con algunas modificaciones, siguiendo los principios (Pi) propuestos por
Hamilton & Landin (1961) en su adaptacién del Modelo de Von Neumann. A continuacion,
se describen brevemente las secuencias de actividades de las cuales se identificaron

dificultades.

Pi:  Adivina quién soy (Construccion del nimero cero como el conjunto vacio: 0
= (J). Se usa la bolsa vacia de plastico transparente para reflexionar y representar al

numero cero como el conjunto vacio.

P2y Ps: ¢ Podemos construir el siguiente? Construccion del nGmero uno como
sucesor del cero 0 = @; 1 = {@}. Concepto de sucesor como un siguiente. Con esta

idea y usando el proceso recursivo se construyen todos los demas ndmeros;
2={0 {2}}; 3={0.{2}, {0.{2}}}.

Pa: ¢Como soy? Definicion de numero natural como conjunto n. En la
construccion de cada bolsa con n elementos, se les guia en la reflexion de que cada
bolsa es el nimero n en relacion con la nocién de sucesor y antecesor. Lo que conlleva
a reflexionar y analizar las propiedades de la conceptualizacién de los nimeros
naturales: “El conjunto n contiene a todos los anteriores; si esta vacio es el namero

cero, Si no esta vacio es un sucesor”.

Ps: ¢ Cuadl es el orden? Conteo: cardinalidad y ordinalidad. Con esta actividad se
pretende que los alumnos reflexionen las acciones del proceso recursivo para darle
sentido a la nocidon de ordinalidad y cardinalidad, de acuerdo con el valor posicional

de cada cifra.

Ps: Construimos las tablas de suma y multiplicacion: con el uso de las formas
10+ 1y a10 + b, para representar los nimeros mayores que 10. Esta actividad se
sustituyd por la Resolucién de problemas aditivos, multiplicativos y de reparto. Se
involucra la reflexion sobre el uso de las propiedades conmutativa y asociativa, el uso
del nimero cero como el elemento neutro para la suma, asi como el uso de la forma

a-10 + b, para representar los niimeros mayores que 10.
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Se agregaron algunas actividades porque se considerd necesario complementar el modelo de
ensefianza, en los aspectos que no se lograron implementar en la primera fase de la

experimentacion:

Po: En esta actividad se explora la nocion de conjuntos, con el uso de la
clasificacion y seriacion, dado que durante la experimentacion no fue considerada. Se
les pide a los nifios que clasifiquen objetos, formen diferentes conjuntos y los ordenen

en orden ascendente y descendente.

Ps: La actividad tiene la intencion de que los nifios entrevistados reflexionen la
importancia del lugar que ocupa cada elemento en el conteo y que no es s6lo un acto
mecénico de correspondencia uno — uno. Se busca que identifiquen la nocion de orden
relacionada con el uso convencional de la correspondencia uno — uno ligada al uso

del intervalo [1, n].

El protocolo de la secuencia de las actividades completo se puede consultar en el anexo

ndmero 4:

https://cinvestav365-

my.sharepoint.com/:w:/q/personal/leticia rodriguez cinvestav mx/EVHLWdQT RtlLpog?
7YED1LcB5-n167eSe5eujPva8k5MYw?e=4vgD4e

6.1.2. Categorias para el analisis

En el andlisis de las dificultades observadas en la entrevista clinica se utilizaron las

mismas categorias de analisis de la fase de dos, de acuerdo con el aporte del marco tedrico:

1. Obstructores (OB) que generan tendencias cognitivas, por las maneras en que han
aprendido las nociones numéricas, manifestadas en dificultades semanticas,

pragmaticas, sintacticas y de uso numérico.

2. Argumentos como Procesos de Significacion (APS), para identificar el
razonamiento inductivo, deductivo y abductivo en el uso de la iteracion y

recursividad en la conceptualizacion de los nUmeros naturales.

3. Dotacion de Sentido (DS) de los SMS con la utilizacion de codigos personales,

para desarrollar el transito de lo concreto a lo abstracto.
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Recuérdese que las dificultades recurrentes que se presentaron en la experimentacion del

modelo se clasificaron de acuerdo con los obstructores en tres rubros:

A. Pragmatico. Uso de conocimientos pragmaticos y espontaneos de los nimeros en

acciones de representacion de conteo. En este rubro las dificultades fueron:
Al. ldentificar al cero como numero (Py).
A2. ldentificar el sucesor y antecesor de cualquier nimero (P3).

B. Semantico. Uso seméantico de los nimeros en acciones de representacion y conteo.
En este otro rubro las dificultades fueron:

B1. Reconocer al nimero cero como conjunto vacio (P1).

B2. Reconocer que el cero es el tnico nimero que pertenece a cualquier sucesor (P2).
B3. Reconocer que todo sucesor contiene a todos los anteriores (P3).

B4. Identificar el cero como el punto origen en la recta.

C. Sintactico. Uso sintactico en las operaciones. Aqui, las dificultades fueron:

C1. Uso de laforma a - 10 + b para representar a los sucesores (Ps).

Cada entrevista tuvo una duracién de dos horas aproximadamente.
En el analisis de las entrevistas las dificultades que se presentaron se organizaron en dos
grupos; también se identificaron indicios de transicidn hacia la generalizacion matematica:
1. Dificultades recurrentes similares a la fase de experimentacion.
2. Dificultades nuevas.

3. Indicios de transicion hacia la generalizacion matematica.
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6.1.3. Seleccion de los estudiantes

A partir de las respuestas y actuaciones de los nifios durante la ensefianza —
experimentacion, cada alumno se clasificd en uno de tres estratos (Alto, Medio y Bajo). Para
la entrevista clinica se selecciond un alumno representante de cada estrato de cada uno de los

grupos (2°y 4°), como se muestra en la tabla nim. 35.

Tabla ndm. 35. Seleccidn de alumnos que participaron en la Entrevista Clinica

Grado Estudiante Estrato
2° Daniel Bajo
Nicole Medio
Ana Alto
40 Guillermo Bajo
Dulce Medio
Wendy Alto
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6.2. Andlisis de dificultades recurrentes (similares a la fase de experimentacion)
Las dificultades recurrentes que se volvieron a presentar durante la entrevista fueron:

A2. ldentificar el sucesor y antecesor de cualquier nimero.

B1. Reconocer el nimero cero como conjunto vacio.

B2. Reconocer que el cero es el Unico nimero que pertenece a cualquier sucesor.

B3. Reconocer que todo sucesor contiene a sus anteriores.

Cl.Uso delaformaa- 10 + b, en la resolucion de problemas.

A continuacion, se presentan los fragmentos de didlogo de los alumnos entrevistados, en

donde se presenta cada una de las dificultades recurrentes.

Dificultad A2. Fragmento de Daniel en la actividad “;Podemos construir el siguiente?”
(P2 y Ps)

1. E: ¢Qué necesito para que sea el nimero uno?

2. D: Un namero que esté adentro.

3. E: Acuérdate, estamos de acuerdo que debe tener un elemento que esté adentro, pero
¢Quien va a ser ese elemento que esté adentro?

D: ¢El uno?

E: ¢Quién era el que estaba antes?

D: jAh, el cero!

E: ¢ Qué tienes que hacer?

© N o 0 &

D: Agarrar una [Daniel usa la palabra uno para referirse a una bolsa vacia que ha
tomado y le pega la etiqueta del cero, al mismo tiempo que describe lo que esta
haciendo, pero el volumen de su voz es muy bajo].

9. E: jEso! jMuy bien! Ahora ¢Que tienes que hacer?

10. D: Meterlo.

En las primeras lineas (1 — 3) se esta haciendo referencia al nimero uno como sucesor, por
lo que Daniel contesta con la frase: “un numero que esté adentro”, lo que se puede considerar
como un argumento deductivo (APS 2). Sin embargo, cuando E(3) le pregunta “;Quién va a

ser ese elemento que esté adentro?”, el entrevistado contesta con otra pregunta D(4) que

132



denota inseguridad, lo que se puede interpretar como parte de la dificultad A2 para identificar
al sucesor y antecesor de cualquier nimero. Por lo que E(5) hace un recordatorio a través de
una pregunta, lo que permite a Daniel darse cuenta de que el antecesor es el primer nimero
que se construyo: “jAh! El cero” (D6). Con esta accion, Daniel evoca el proceso recursivo
de la construccidn, en las siguientes lineas (8 — 10) comienza a realizar y describir oralmente

el procedimiento.
Dificultad B1. Fragmento de Daniel en la actividad “Adivina quién soy” (P1)

1. E: ¢Qué tiene la bolsa? [la entrevistadora toma una bolsa vacia y se la muestra a
Daniel].

: Esté chiquita

: ¢ Y ademas como esta la bolsa?

: Vacia

: ¢ Como sabes que esta vacia?

: ¢, COmo puedes decir que no tiene nada?

: Estuviera un poco pesado.

© © N o g B~ w DN

D
E
D
E
D: Porque no tiene nada.
E
D
E

: ¢COmo podemos representar esta bolsa que no tiene nada, que esta vacia? [Daniel

no contesta, sélo observa la bolsa que la entrevistadora tiene en la mano].

[EEY
o

. E: ¢Que le puedo poner aqui para saber que esta bolsa esta vacia? [la entrevistadora
le muestra el material que tiene sobre la mesa: una semirrecta, bolsas de plastico
transparente de diferentes tamafios, nimeros en plastico flexible] ¢Alguno de estos
puedo usar?

11. D: ¢Este?

12. E: ¢ Cual es éste? [Daniel sefiala el monton de las etiquetas del nimero cero].

13. D: El cero.

14. E: El cero ¢Qué le tengo que hacer?

15. D: ¢ Cortarlo?

16. E: Pegarlo... [Daniel pega la etiqueta del numero cero en la bolsa vacia] jMuy bien!

Al inicio de este fragmento Daniel centra su atencion en la percepcion visual, al referirse al

tamafio de la bolsa D(2), lo que estéa relacionado con la dificultad B1 para identificar el cero
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como conjunto vacio, por lo que la entrevistadora lo cuestiona nuevamente E(3), Daniel lo
relaciona con la palabra vacia D(4). Se interpreta que usa un argumento deductivo (APS 2),
al relacionar vacia con nada D(6). En D(8) el argumento de inferencia (APS 1), para explicar
que no tiene nada, es producto de una evocacion de la memoria, de la experiencia grupal de
la experimentacion del modelo de ensefianza en el ciclo proximo pasado, al relacionar la
palabra nada con la accion contraria: “si estuviera un poco pesado” D(8). La entrevistadora
continta cuestionandolo con la finalidad de que pueda explicar esta relacion a partir de una
manera convencional de representarlo E(10). Daniel dirige la mirada hacia el montdn de las
etiquetas del nimero cero y pregunta si es correcta D(11). Para tener certeza de lo que se
percibe, la entrevistadora le pregunta “;Cudl es éste?” E(12), y sin titubear Daniel D(13)
responde “El cero” lo que se puede entender como una transicion hacia una dotacion de
sentido convencional (DS 2). Sin embargo, el proceso de representacién del nimero cero, no
es claro para Daniel, pues a la pregunta de E(14), el nifio pregunta D(15) si se tiene que cortar
la etiqueta del nimero uno, pero las etiquetas ya estan cortadas, por lo que la entrevistadora

E(16) lo corrige, indicandole que solo debe pegarla, concluyendo este proceso.

Dificultades B2 y B3 Fragmentos de Daniel, Nicole, Ana y Guillermo en la actividad

“;Podemos construir el siguiente?” (P2 y P3)

1. E: Estamos de acuerdo que debe tener un elemento que esté adentro, pero ¢Quién
va a ser ese elemento que esté adentro? [Se refiere al sucesor del cero].

D: ¢El uno?

E: ¢Quién era el que estaba antes?

D: jAh, el cero!

E: ¢Qué tienes que hacer?

o g~ 0D

D: Agarrar una [Daniel usa la palabra “una” para refirse a una bolsa vacia que ha
tomado y le pega la etiqueta del cero, al mismo tiempo que describe lo que esta
haciendo, pero el volumen de su voz es muy bajo].

7. E: jEso! jMuy bien! Ahora ¢Qué tienes que hacer?

8. D: Meterlo.

En las primeras lineas de este fragmento Daniel D(2), denota inseguridad en su respuesta, lo

que se puede interpretar como parte de la dificultad B3 para reconocer que todo sucesor
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contiene a todos los anteriores). La pregunta de E (3) por el antecesor, permite que Daniel
identifique que el antecesor es el nimero cero que construyd previamente: “jAh! El cero”
(D4), por lo que empieza la construccion describiendo oralmente el procedimiento D(6), una
vez que construye otra bolsa/nimero cero, tiene claridad que todo sucesor contiene a sus
anteriores, al contestar la pregunta de E(7) que la accion de meterla dentro de la bolsa/nimero

uno D(8), es una dotacién de sentido (DS2) del proceso recursivo.

Para Nicole (7 afios), la dificultad B2, se relaciona con el uso de los numerales sin el sentido

de construccion:

1. E: ¢Cdmo lo vas a construir? [Sucesor del nimero uno].

2. N: Agarro esta bolsita y el uno [toma la etiqueta del nimero uno y la introduce a la
nueva bolsa/namero].

3. E: Si pero acuérdate no va adentro lo tenemos que pegar afuera de la bolsa. Pero
para que sea el uno ¢A quién debe de tener?

4. N: Al cero. (...) [Nicole construye otra bolsa/nimero cero y la introduce en la
bolsa/nimero uno].

: Ok, ya tienes el uno ¢ Qué te falta?

: El dos.

: Pero ¢quién te falta? [la entrevistadora se refiere al nimero cero].

: El uno.

© ®© N o U

: El uno ya esta, ¢ quién te falta?
: El dos.

m Z2 m 2 m Z2 Mm

11. E: Aqui tienes un elemento que es el uno, pero ¢quién te falta? Este es el uno igual a
este, con su nimero cero adentro, pero ¢quién te falta? [La entrevistadora se refiere
a que falta otra bolsa/namero cero].

12. N: ¢El cero?

La dificultad B2 en Nicole N(2), pues so6lo considera que debe introducir la etiqueta del
namero uno dentro de la nueva bolsa, accion que esté relacionada con un sentido de inclusién,
al introducir el numeral uno en la bolsa vacia. Este obstaculo (OB 2) le dificulta la accion de
reversibilidad, para comprender el sentido del proceso recursivo para construir cualquier

sucesor. Para atender esta dificultad, la entrevistadora E(3), le recuerda que las bolsas se les
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pega la etiqueta de los nimeros como parte del proceso de construccion, haciendo referencia
al proceso recursivo con la pregunta: “; A quién debe de tener?”. Con esta intervencion Nicole
puede construir la bolsa/numero uno, pero sigue presente la dificultad B2, en la linea N(6),
pues a pesar de que E(5) le muestra que ya tiene la bolsa/nimero uno, no logra reconocer que
debe construir otra bolsa/nimero cero, para introducirla a la bolsa/namero dos, es decir, la
bolsa/numero cero y la bolsa/nimero uno, ella s6lo reconoce que el nimero que sigue del
uno es el dos, pues se centra en la expresion de E(5): “Ok, ya tienes el uno ;qué te falta?”.
Esta dificultad puede ser producto del obstaculo (OB 1y 2) que esté relacionado con las
maneras en que han aprendido la secuencia numérica, asi como la dificultad B3 para usar la
reversibilidad para reconocer que todo sucesor contiene a todos los anteriores. Situacion que
se repite en N(8 y 10), Por lo que la entrevistadora hace una recapitulacion del proceso en
E(11), para que Nicole pueda identificar que falta es la bolsa/nimero cero, quien responde

N(12) con una pregunta, esperando la aprobacion.
Para Ana la dificultad B3, se presento en la construccion de la bolsa numero tres:

1. E: Pero ¢quién te falta para poderlo meter? [Ana ha construido la bolsa/nimero
dos].

A: El cero [toma otra bolsita vacia y le pega la etiqueta del cero].

E: Yatienes el cero, ahora ¢ quién te falta? Tienes el cero y el dos ¢ quién falta?

A: El tres.

o > DN

E: Fijate, tienes cero, el dos, ¢quién falta [al mismo tiempo que le sefiala las dos
bolsas/nimero del cero y dos, que acaba de construir. Sefialando el espacio entre
ambas bolsas. Pero Ana duda por lo que la entrevistadora le vuelve a sefialar el
espacio entre las dos bolsas/nimero y le pregunta] ¢ quién sigue después del cero?
6. A:Eluno.

En este fragmento Ana presenta la dificultad B3, pues a pesar de haber construido las
bolsa/nimero dos E(1) y la bolsa/nimero cero A(2), no logra reconocer que falta la
bolsa/numero uno A(4) como se puede apreciar en la figura 24, hasta que E(5) le muestra las
bolsas/numero que estan sobre la semirrecta, para que ella pudiera reconstruir el proceso en

A(6), acto que es interpretado por Ana, a través de la reversibilidad, ver figura 27.
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En la construccién de la bolsa/nimero tres,

ha construido el dos y el cero, pero no

reconoce que falta el uno

{6 {0, {63}

Falta {@}

fa\!

Falta la bolsa/nimero uno

Figura 27. Esquematizacion de la dificultad B3: falta la bolsa/nimero uno

De manera similar esta dificultad la presenta Guillermo (9 afios), con la construccion del

ndmero tres:

Guillermo usa el proceso recursivo para construir las bolsas/nimero

1. G:Yatengoelceroyeluno.(..)Y este

[Toma una bolsa y la etiqueta con el nimero dos, toma una bolsa/nimero cero; toma

otra bolsa y la etiqueta con el nimero uno; de inmediato toma otra bolsa y la etiqueta

con el nimero cero para introducirla en la bolsa/nimero uno, una vez que ya tiene las

bolsas/numero cero y uno, las introduce en la nueva bolsa/nimero dos].

G: En el tres.

G: El cero.
E: El ceroy ¢quién mas?
G: El uno.
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E: Ahora ya tienes a tus tres elementos, ¢ddnde van a ir?

E: Lo estas haciendo muy bien Guillermo [EI nifio toma la bolsa/nimero dos].
G: Ya esta [Guillermo s6lo introduce la bolsa/nimero dos en la bolsa/namero tres].

E: Aver, ¢qué te faltd?, nada mas metiste al dos ¢Quién te falta?

Guillermo es un alumno que estd cursando el cuarto grado, atendido por la Unidad de

Educacion Especial Inclusiva (UDEEI), debido a que no ha consolidado la adquisicion del
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sistema de escritura. En este fragmento Guillermo usa correctamente el proceso recursivo
para la construccion de las bolsas/nimero cero, uno y dos G(1), para construir al sucesor del
numero dos, lo que se corrobora con la intervencion de la entrevistadora E(2) y G(3). Sin
embargo, para la construcciéon de la bolsa/nimero tres, sélo usa la bolsa/nimero dos, sin
considerar las otras bolsas/nimero cero y uno. Esta “omisiéon” es un obstaculo cognitivo

(OB2), para usar la relacion de reversibilidad, como puede verse en la figura 28.

BEE e
Guillermo ya habia construido las

bolsas/nimero cero y uno; pero sélo
mete la bolsa/nimero dos en la

e

M)
S
ﬁ." -

-

Fig. 28. Guillermo tiene dificultad para la construccion del sucesor del namero tres

Las dificultades B2 y B3 se observaron en diferentes episodios; en algunos casos los nifios
responden con preguntas, porque esperan la aprobacion del adulto. Esto puede ser un efecto

de la tradicion de la ensefianza: los nifios esperan la aprobacion de la profesora o profesor.
Dificultad C1. Uso de laformaa-10+ b

La resolucion de problemas (Ps), especificamente en este segmento, la alumna Dulce uso la

forma 10 + a, pero no pudo usar la forma a - 10 + b.
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Fragmento de Dulce (9 afios).

1. E: Ahora trata de hacer esta. [Le sefiala la operacion 9 + 3 + 6 + 5 =] Ve diciendo

lo que estas haciendo.
(...)

2. D: [Dulce agrupa por parejas los nimeros: (9 + 3) + (6 + 5)]. En la suma me da

doce, diez mas dos [se refiere a la suma de (9 + 3) y lo representa (10 + 2)].

3. E: jMuy bien! Asi, luego...

4. D:Medall. Diezmés una [se refiere alasumade (6 + 5) y lo representa (10 + 1)]
5. E: ¢Qué vas a hacer? Tienes 10 + 2y luego 10 + 1

6. D: Diez.

7. E: ¢Diez con quién?

8. D: ¢(Mas dos?

9. E: Eseya esta.

10. D: Mas 9.

11. E: Fijate cuando jugabamos con el boliche la condicion era agrupar las cantidades,

nunca dejar una pareja de numeros que sumen mas de diez y al final juntadbamos los
dieces con los dieces y sumabamos los nimeros que quedaban sueltos.

12. D: Entonces es diez mas diez [Escribe 10 + 10].

13. E: En paréntesis, mas... ¢quién quedd suelto ahora?

14. D: Mas dos y uno.

15. E: Exacto, ahora si, ya puedes juntarlos: diez mas diez igual «.... ¢cuanto?

16. D: Veinte mas tres igual a veintitrés. [Escribe 20 + 3 = 23].

En las primeras lineas (1 — 2) Dulce agrupa: (9 +3) + (6 +5) y siguiendo el primer
ejemplo en D(2 y 4) las representa como: (9 + 3) = (10+ 2); (6 +5) = (10+ 1), lo que
se puede entender como una dotacion de sentido (DS 2). El problema comienza cuando E(5)
le pregunta por el siguiente paso; pero su respuesta “Diez” D(6), carece de sentido, para usar
la forma a - 10, lo que se puede entender como la dificultad C1. Aungue la entrevistadora le
da la pista E(7) “;Diez con quién?”, Dulce se centra solo en el primer par de cantidades:
10 + 2 D(8), después intenta con otro de los primeros nimeros, el nueve D(10). Con la
intervencion de E(11), infiere que debe escribir (10 + 10) +(2 + 1) (APS 1). A pesar de
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estos avances, escribe la sumacomo 20 + 3 = 23,y lo explica como “veinte mas tres, igual
a veintetrés” (D16), sin usar la formaa-10+4 b : 2- 10 + 3, como puede observarse en la

figura 29.

9+3+6+5=

20 +3=73

Fig. 29. Dificultad para usar la forma a - 10 + b.
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6.3. Dificultades nuevas

El analisis se realiza en dos partes:

6.3.1. Dificultades que se relacionan directamente con el modelo de Von Neumann,
vinculadas a alguno de los Pi:

A4. Usar la clasificacion para seleccionar objetos y formar conjuntos (Po)

C2. Usar las propiedades asociativa y conmutativa para la suma (Pe).

Dificultad A4: Fragmento de Dulce (9 afios) con la actividad “Pon junto lo que va junto”

(Po):

1.

10.
11.

12.

E: Vuelve a revisar. Pon junto lo que va junto. ¢Qué cosas irian juntas? Observa
todo ¢Qué observas Dulce? [Dulce comienza a hacer parejas: dos blusas rosas, dos
flores amarillas...] ¢Estos por qué los pusiste de este lado? [acomoda otro par de
flores junto al par de blusas]. (...) ¢Qué estas haciendo?

D: Los iguales.

E: Observa para que pongas junto lo que va junto. ¢ Qué observas? ¢ Qué hay en estas
estampas?

D: Flores.

(...)

E: Y esas ¢ Donde las pondrias? sigues insistiendo en poner parejas... Escucha: “Pon
junto lo que va junto” ¢ Como le harias? ¢ Como entiendes pon junto lo que va junto?
D: Que lo ponga junto.

E: La clasificacion es de todas las estampas. Observa y dime ¢Qué hay en todas las
imagenes que tienes aqui?

D: Observo que hay numeros, flores, vestidos, animales.

E: Entonces ¢Como podrias clasificar?

D: Flores, vestidos, animales.

E: Entonces, ¢quién pondrias con quién? Para que queden juntos todos los que

pertenecen al mismo grupo.
(...)

D: Laflor con la mariposa.
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13. E: ¢Por qué?

14. D: Porque la mariposa se pone en la flor [Dulce vuelve a formar parejas].

15. E: Pero tl me dijiste que habia flores... ; Qué mas dijiste? [la entrevistadora le sefiala
todas las estampas].

16. D: Animales, ropa.

17. E: ¢Podrias clasificar de esa manera a todos? ¢En un lado la ropa, en otro lado los
animales y en otro lado la flor?

18. D: Si, [Dulce termina de clasificar las estampas en tres conjuntos].

En este fragmento la entrevistadora E(1) le pide a la alumna que explique como hizo su
seleccion. La estudiante hace parejas y explica junta las iguales D(2), a lo que E(3) le
pregunta que observe todas las estampas, pero Dulce le responde que son flores D(4), ella
solo se refiere a las flores. Esto se puede considerar como un obstructor cognitivo (OB
1), para observar la totalidad y no solo una parte. Por lo que E(5 y 7) le vuelve a insitir
en concentrarse en que la indicacion se refiere a todas las estampas, permitiendo que D(8
- 10) vea el total de estampas y pueda nombrar los conjuntos: numeros, flores, vestidos y
animales. Sin embargo, Dulce pone juntos a la flor con la mariposa D(12), con un
argumento de la vida cotidiana: “La mariposa se pone en la flor” D(14). E(15 - 17) le
vuelve a sefialar todas las estampas, para que Dulce vuelva a centrarse en que la tarea
consiste en clasificar todas las estampas por conjuntos de acuerdo con sus atributos. De

esta manera Dulce clasifica a todas las estampas en el conjunto de ropa, animales y flores.

Dificultad C2. Fragmento de Guillermo (9 afios) en la actividad Resolucién de

problemas (Ps)

1. E: Ahora fijate muy bien: “En el recreo mis amigos y yo jugamos a tazos, al final
queriamos saber cuantos puntos hicimos entre los tres: Miguel gan6é 32 puntos,

Lucero 23 puntos y yo 21 puntos. ¢De cuantas maneras se puede resolver?
(...)
2. G: El gano [Sefiala el nombre de Miguel]
3. E: El problema no se trata de quien gand, sino de ¢cuantos puntos hicieron entre los

tres? Luego dice. Escribe en la linea de la derecha la letra “V” si es correcto, si es

verdadero. Es decir, que las operaciones como estan escritas podemos obtener un
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resultado correcto o una “F” si es incorrecto o falso. Fijate en las cantidades para
ver cuénto vamos a obtener entre los tres: (32 + 23) + 21; pero aqui encerramos
primero una pareja. ¢Esta también si la hacemos nos puede llevar al resultado?

G: No.

E: ¢Por qué?

G: Porque cada quien tiene una pareja.

N oo g s

E: Acuérdate. Esto si lo hicimos cuando jugamos al boliche. Ocupabamos estos dos
y luego lo sumabamos con este. Entonces ¢ Sera cierto o no?

G: Cierto.

9. E: Escribe “verdadero”. Ahora: (30 + 2) — (20 + 3) ¢Asi podemos llegar al

o

resultado?
10. G: No.
11. E: ¢Por qué?
12. G: Porque aqui le estan quitando en vez de ponerle.

En las primeras lineas de este fragmento (1 — 2), se observa que Guillermo tiene dificultades
para entender la instruccion del problema. Se adelanta a responder “El gan6”, refiriéndose a
Miguel G(2), sin darle sentido a la pregunta del problema: “;De cudntas maneras se puede
resolver?”. La entrevistadora le explica E(3), el contenido del problema, pero s6lo responde
“No” G(4). Ante esa respuesta, la entrevistadora E(5) le pide que justifique su respuesta; sin
embargo, su respuesta carece de argumentos para justificarla G(6), no relaciona que la tarea
consiste identificar la propiedad asociativa, como una opcion para la resolucion de
operaciones aditivas con mas de tres miembros, para él sélo se trata de pares de cantidades
agrupadas con un paréntesis. Esta dificultad (C.2) para usar la propiedad asociativa para la
suma, puede ser consecuencia de un obstructor cognitivo (OB1), de las maneras que ha
aprendido que “resolver problemas”, implican ;quién gan6?, ;cuanto perdi6?... Cuando la
entrevistadora E(7) le recuerda que esa actividad es similar a una que realizaron con todo el
grupo y al evocarlo, recuerda el uso de la propiedad asociativa para resolver operaciones
aditivas con mas de tres miembros, Guillermo parece recordarlo G(8); pero ante la siguiente
opcion (30 + 2) — (20 + 3), s6lo hace referencia a las palabras clave: “quitando en vez de

ponerle”; lo que hace suponer que la dificultad sigue constante.
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6.3.2. Dificultades que se relacionan con nociones numéricas y sus operaciones, las
cuales pueden ser producto de obstaculos provenientes cognitivos o de la
ensefianza tradicional

C3. Resolver problemas aditivos de la forma A + B = C, transformandolos como

A+__ =C,C— __ =A4A,__ _+B=C¢C;..

Dificultad C3. Fragmento de Nicole (7 afios) y Ana (7 afios) en la actividad “Resolucion

de problemas” (Ps)

Para Nicole la dificultad C3, la present6 en el fragmento de la actividad “Resolucion de

problemas” (Ps) en los problemas de resta, usando el modelo aditivo.

Problema en los que se usa la transformacion del modelo aditivo A + __=C como
C-A=__

1. E: Ahora fijate bien, “Gilberto tiene nueve canicas quiere tener diez y seis ¢ Cuantas
canicas mas necesita? .

2. N:9,10,11,12, 13, 14, 15, 16, 17. [Comienza a contar a partir de nueve, usando sus
dedos]

: Cuéntale otra vez.

9,10, 11.

No...

19..

: 10... [la entrevistadora le indica en qué numero debe comenzar a contar].

- 10,11, 12, 13, 14, 15, 16.

: ¢, Cudntas mas necesitas?

© © N o g > w

10.
11.
12.
13.

: Seis.
. Revisa otra vez
110, 11, 12, 13, 14, 15, 16.

: ¢Cuantos dedos son? [la entrevistadora le toca los dedos de una mano al pedirle

m =z M=z m=zmz=zm=zZ m

que vuelva a contarlos].
14. N: Siete.
15. E: ¢ Cémo lo escribimos? ¢ Como le podemos hacer?

16. N: Ponemos aqui seis, ... [corrige de inmediato] dieciséis.
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17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.

: ¢, Dieciséis menos qué?

: ¢ Menos siete?

: ¢ Menos siete? ;Cuantas canicas tenia?
. Seis.

: ¢ Seis?

: Digo nueve.

: ¢Cuantos nos da 16 — 9?

: Siete.

: ¢ Por qué supiste que era siete?

Z m Z2 m Z2 m Z2 m Z2 m

: Porque lo dice aqui.

En este fragmento Nicole tiene dificultad C3. Al contar a partir de... usa sus dedos para
contar, pero comienza a partir del nmero nueve N(2), recitando la secuencia, sin obtener la
respuesta correcta a la pregunta, por lo que la entrevistadora E(3) le indica que vuelva a
contar. Nicole vuelve a contar a partir del nimero nueve, pero esta vez se detiene en el
numero once, sin lograr responder correctamente. La entrevistadora E(5) le dice “No”, a lo
que Nicole intenta contestar con la palabra “nueve” N(6), lo que denota que Nicole tiene
dificultades con esta manera de contar. La entrevistadora E(7) le indica que el conteo debe
continuar a partir del nimero diez, pista que Nicole N(8) sigue y termina en dieciséis; pero
al retomar la pregunta del problema E(9), vuelve a equivocarse N(10). Por lo que la
entrevistadora E(11) le pide que verique su respuesta, a lo que Nicole N(12), la dificultad que
persiste es que inicia a contar a partir del ultimo namero (nueve) sin considerar que debe
hacerlo a partir de su sucesor (diez). La entrevistadora E(13) le pide que cuente los dedos que
uso para realizar el conteo. En este intento, Nicole N(14) logra encontrar el niamero faltante.
Ahora la dificultad se presenta cuando E(15) le pide que represente la operacion, N(16), sélo
escribe el nimero dieciseis, por lo que E(17) la orienta para que la relacione la suma con el

uso de la resta, es decir, transformar la operacion9 + __ =16 a 16 — 9= ___

Se puede entender que la dificultad para transformar la suma en su operacion contraria, es
debida a que Nicole aun no le ha dado sentido a esta accidén, como se puede observar en
N(18), al expresar su respuesta como una pregunta. Nicole esta nerviosa, lo que origina que
se vuelva a equivocar N(20). Por la pregunta de la entrevistadora, se da cuenta de que el

namero que tiene que escribir es el nueve N(22). Para reforzar este hallazgo, la entrevistadora
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E(23) le repite oralmente, al mismo tiempo que va sefialando la operacién que acaba de
escribir Nicole. Pero cuando E(25) le pide que lo justifique, la respuesta de N(26), s6lo hace

referencia a la operacion.

La dificultad C3 para usar la operacion aditiva con sus respectivas transformaciones, puede
ser resultado de un obstructor (OB2) proveniente de los procesos cognitivos para realizar
relaciones de reversibilidad, lo que le impide estructurar argumentos inductivos o deductivos
(APS 1, 2) para justificar su respuesta, evidenciando una carencia de produccion de sentido

de la transformacion de la operacion aditiva.

Para Ana, la dificultad C3 se presentd en el fragmento de la actividad “Resolucion de
problemas” (Ps); para resolver problemas aditivos usando el modelo aritmético de la forma

A + B = CtransformandoloenA+ _ =C 6 C—A= __.

1. E: Correcto Ana. jMuy bien! Ahora fijate, dice “Adriana fue a la tienda y compré
varias cosas...”

2. A: Que le costaron a $11, pagd con su billete de $20 ¢Cuénto dinero le dieron de
cambio? [Ana siguid leyendo el problema].

3. E: ¢Como le puedes hacer?

4. A: Restandole. Dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, ocho, nueve y diez [Ana cuenta e
intenta resolverlo usando un algoritmo en forma de columna colocando 11 - 20].

5. E: ¢Qué sucedio Ana?

6. A: No se pudo [obtuvo como resultado 81].

7. E: ¢Por qué? A uno le puedes quitar cero. Pero a uno ¢le puedes quitar dos? [Se
refiere a restar primero la columna de las unidades y después la de las decenas].

: No.

: Hazlo acé de este lado. (Otravez 11 — 20? ¢A 11 le puedes quitar 20?

No.

. ¢Se puede?

10.
11.
12.
13.
14.
15.

: No [Ana suma las cantidades y obtiene como resultado 31].
: Hazlo acé otra vez.

: jOtra vez! [Su tono de voz es de decepcidn, dado que lleva dos intentos].

m > m>m> m >

: ¢, Como puede ser?
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16. A: Multiplicacion.

17. E: ¢Por qué vas a multiplicar? Si t0 vas a la tienda y compras, gastas $11 pesos y
das un billete de 20 ¢{Cuanto te van a regresar de cambio? Es lo que te estan
preguntando [Ana vuelve a escribir el algoritmo 20 — 11 en forma de columnay lo
resuelve iniciando con la columna de las unidades y después con la de las decenas].

18. A: Nueve.

En este fragmento se observa que Ana tiene la dificultad C3 resolver operaciones que

implican una resta, usando el modelo aditivo A+ __ =C .

En la linea (A4) es claro que el problema lo puede resolver con una resta, es decir,
semanticamente tiene sentido para Ana que se trata de un problema de resta (DS1), lo cual
puede ser a que ha aprendido a relacionar las palabras clave: “le dieron de cambio”. La
dificultad al usar el conteo y un algoritmo en forma de columna (figura 30) se puede apreciar
en los dos primeros intentos, pues escribe primero la cantidad menor, el resultado no tiene

congruencia con el resultado.

Adriana fue a la tienda y compré varias cosas que le costaron 11

pesos, pago con un billete de 20 pesos. ;Cuanto le dieron de
cambio?

&

Fig. 30. Ana intenta resolver el problema usando algoritmos en forma de columna

En el primer intento, inicia un conteo comenzando por dos hasta llegar a diez y escribe el
primer algoritmo, pero invierte las cantidades, por lo que no puede resolverlo. Usa las
estrategias que ha aprendido para resolver estos algoritmos, acomodando los datos: a uno le
resta cero, le da uno (en la columna de las unidades) y en la columna de las decenas, el uno
lo toma como diez, por lo que puede restar diez menos dos. Sin embargo, se da cuenta de que
no esta correcta A(6), lo que se puede entender como dotacién de sentido (DS2), al reconocer
gue no ha usado la estrategia correcta al usar un algoritmo de columna, tratando de restar
once menos veinte. En su siguiente intento usa un algoritmo de columna de suma y obtiene
como resultado treinta y uno, otro resultado incorrecto (E9). Por lo que la entrevistadora la

cuestiona (E15) por su resultado, pero la respuesta de Ana carece de sentido aritmético A(16).
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La entrevistadora la vuelve a cuestionar para que Ana se centre en la pregunta del problema
E(17). En ese momento Ana prueba invirtiendo los datos en el algoritmo vertical y logra

resolver el problema A(18) escribiendo veinte menos once y obtiene el resultado correcto.

148



6.4. Ind

icios de transicion hacia la generalizacion

En este campo describimos los indicios de transicion hacia la generalizacion que se

identificaron en las entrevistas. En estos indicios se puede observar las maneras en que

reflexionan

problemas.

y argumentan el uso de las nociones aritméticas aplicadas en la resolucion de

En la tabla nim. 36, se presentan las generalizaciones que estan relacionadas con

los Pi con base en el modelo de Von Neumann (GP;); en la tabla nam. 37, se presentan las

generalizaciones que estan relacionadas con las nociones numéricas y sus operaciones

(GNO).

Tabla ndm. 36. Generalizacién aritmética de acuerdo con el modelo de Von Neumann

Pi | GPi Actividad de generalizacion
P1 | GP1 | Identificacion del cero como numero y como conjunto vacio.
P2 | GP2 | Reconocer que el cero es el Gnico nimero que pertenece a todos los
sucesores.
GPs | Reconocer que el cero es el inico nUmero que NO es un sucesor.
Ps | GPs | Acercamiento conceptual a la nocion de sucesor.
GPs | Produccién de sentido para la construccion del sucesor, usando el proceso
recursivo.
P4 | GPs | Acercamiento al sentido de ordinalidad: reconocer que todo sucesor
contiene a todos los anteriores.
Ps | GP7 | Uso del nimero cero como elemento neutro en la resolucion de problemas
aditivos.
GPs | Uso de las propiedades asociativa y conmutativa en la operacién de suma.

Tabla nam. 37. Generalizacién hacia las nociones numéricas y sus operaciones (GNO)

GNOi Actividad de Generalizacién hacia las nociones numéricas y sus operaciones

GNO;4 Identificar el cero como punto origen de la recta.

GNO, Uso de la transformacién del modelo aditivo A + B = C, para la resolucion de
problemas aditivos.

GNOs Relacionar el uso de los (+) y (=) con las operaciones aditivas.
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6.4.1.  Generalizacion aritmética de acuerdo con el modelo de Von Neumann
GP1 Identificacion del cero como nimero y como conjunto vacio
Fragmento de Nicole (7 afios) y Ana (7 afos,) en la actividad “Adivina quién soy” (P1)
Nicole:

: ¢ Te acuerdas cuando hicimos lo de las bolsitas?

. Si.

: Muy bien. ¢ Por cuél empezamos?

: Por esta.

: ¢ COmo esta esa bolsa?

: Chiquita.

: Y ademas de chiquita. ¢ Como esta? ¢Qué tiene adentro?
: Nada.

: Entonces ¢ Como esta la bolsa?
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: ¢Vacia?
11. E: Y si no tiene nada y esté vacia ¢ Como la representamos?

12. N: Con un nimero.
(...)

13. E: ¢Con cual nimero lo representamos?

14. N: Con cero, lo tenemos que pegar.

De las lineas (1 a 6) Nicole atiende perceptualmente a la pregunta de la entrevistadora, lo que
se pudiera entender como un obstaculo perceptual (OB 1); sin embargo, la intervencion de la
entrevistadora E(7, 9), permite que Nicole centre su atencion en el contenido de la bolsa, con
ello relaciona la palabra “nada” con “vacia” N(8,10). La respuesta de N(12) a la pregunta de
E(11), se considera que es una dotacion de sentido (DS2), a traves del argumento deductivo
(APS2). A la pregunta de E(13) sobre el numero que representa la bolsa vacia, se observa
que tiene la certeza de que la bolsa vacia se puede representar con un nimero N(14). Esta
respuesta se puede interpretar que Nicole ha generalizado que el cero es el nimero que

representa a la bolsa vacia, pues de inmediato afirma que se tiene que pegar, lo que podemos
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relacionar con una dotacion de sentido (DS2) al etiquetar la bolsa/nimero cero. Esta accion
se puede considerar como generalizacion para relacionar el cero como numero y como

conjunto vacio GPx.
Ana:

: Ahora, ¢qué hay en la bolsa?

: Nada.

: Entonces si no hay nada ¢ Cémo esta la bolsa?
: Vacia.

: ¢, Como la podemos representar?

: Con el cero [Toma el nimero cero de los nimeros de foami que tiene a la derechal].

N o oA W N P
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E: ¢ Te acuerdas como lo hicimos en el salon cuando lo trabajamos? [Ana procedio
a realizar el proceso de construccion de la bolsa/nimero de manera natural, y la
entrevistadora fue describiendo oralmente las acciones que iba realizando]. Primero
la bolsa... [La entrevistadora observa como Ana pega la etiqueta del cero afuera de

la bolsa] y encima de la bolsa... jMuy bien!

El desarrollo de Ana es mas preciso, en las primeras lineas (1 — 4) se puede entender que usa
un argumento inferencial (APS 1) al relacionar la bolsa con las palabras “vacia” y “nada”. A
la pregunta de E(5), para representar la bolsa vacia, responde con un argumento abductivo
(APS 3) al relacionar las palabras nada y vacio con una nocion numeérica, es decir el nimero
cero. Esta dotacidn de sentido (DS2) se confirma en la linea E(7) cuando la entrevistadora le
pregunta si recuerda la actividad que hicieron en el salén, no contesta pero empieza con la
construccion de la bolsa/nimero cero y le pega la etiqueta del nimero cero. Se considera
que esta accion es muestra de generalizacién de identificacion del cero como nimero y como
conjunto vacio (GPz).

GP2 Reconocer que el cero es el inico numero que pertenece a todos los sucesores

Fragmento de Guillermo (9 afios, estrato bajo) en la actividad “;Podemos construir el que

sigue?” (P2)

1. E: Construye al sucesor del uno.
2. G: Tomo una bolsa... [Guillermo toma una bolsa y le pega la etiqueta del cero].
3. E: jMuy bien, perfecto!
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4. G: Ahora tomo otra bolsa... voy a ponerle el uno [Guillermo toma la etiqueta del
nimero uno 'y la pega en la nueva bolsa] y lo tengo que meter-... [toma la bolsa/nimero
del cero y la introduce en la bolsa/nimero uno].

> iMuy bien! Ahora...

: Ahora tengo que hacer otro cero.

: Ponle su etiqueta. Entonces, ¢ cuantos elementos tienes alli?

: Dos.

E: iMuy bien!
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10. G: Se mete primero el cero y el uno construido.
11. E: jMuy bien! ¢ Donde lo vas a colocar?
12. G: En el dos.

En este fragmento se puede observar que para Guillermo el nimero cero pertenece a todos
los sucesores (GP2): Inicia con la construccion de la primera bolsa/nimero cero G(2);
continua con la construccion de la bolsa/nimero uno G(4), en la que introduce la
bolsa/nimero cero. En esta construccion se puede apreciar que dota de sentido (DS 2) la
construccion de la bolsa/nimero uno como sucesor del cero. La tarea es construir la
bolsa/nimero dos, como sucesor del nimero uno, por lo que el siguiente paso, explica que
debe construir otro cero G(6). Como puede observarse, Guillermo tiene claro, que el nimero

cero pertenece a todos los sucesores (GP 2), accion que se comprueba en G(10y 12).
GP3 Reconocer que el cero es el inico nUmero que No es un sucesor

Para esta generalizacion se consideraron los fragmentos de Ana (7 afios) y Wendy (9 afios)

ambas alumnas de estrato alto, en la actividad “;Como soy?” (P4).
Ana:

1. E: ¢Quién es el antecesor del cero?
2. A: Nadie. Porque no sigue nadie. Porque antes del cero no hay nadie. Hasta alli ya

no hay.

En este fragmento se puede observar que Ana tiene clara la nocion de sucesor A(2), lo que
podemos interpretar como una dotacion de sentido (DS 2) para acercarse a la nocién de que
el ndmero cero no es un sucesor (GP 3), apoyandose en un argumento (APS 2), justificando

que el namero cero representa un limite o frontera.

152



Wendy:

1. E: jMuy bien! El cero ¢De quién es sucesor?

2. W: De nadie.

3. E: Muy bien. ¢{Cuél de estos es el Gnico que no tiene antecesor?
4. W: El cero.

5. E: ¢Cuédl es el Unico que no es sucesor de nadie?

6. W: ¢El dos?

7. E: Eldos es el sucesor del uno. ¢Quién es el Gnico...?

8. W: El cero.

Se puede observar que en las primeras lineas (1 — 4), para Wendy es clara la relacion del
sucesor y antecesor del numero cero, lo que se puede interpretar como una dotacion de
sentido (DS 2); pero cuando la entrevistadora E(5) le pregunta por el Gnico nimero que no
es sucesor de nadie, Wendy duda (W6) respondiendo con una pregunta, ante la aclaracion de
la entrevistadora y su pregunta E(7), le permite dar sentido a la tarea (DS 2) y responde
correctamente W(8). Lo que se puede entender como una generalizacion para reconocer que

el cero es el Unico nimero que no es un sucesor (GP3).
GP4 Acercamiento conceptual a la nocién de sucesor
Fragmento de Ana (7 afios,) en la actividad “;Cémo soy?”

Ana:

=

E: Entonces ¢ Qué es?

no

A: Sucesor, porque es el que siguio, el que hicimos después. El sucesor siempre va a

ser los que hicimos después.
(...)

E: ¢Como sabes que un conjunto es el sucesor de otro? ¢ Cémo podremos saber?

kW

A: Porque vamos a ir sumando.

Para Ana, el sucesor es “el que sigue” A(2), para ella es claro que es producto de la
construccién (GP4). En la linea A(4) relaciona la nocion de sucesor con la accion de sumar,

ir agregando, lo que le permite un acercamiento a la nocién de sucesor (GP4), apoyandose
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en el proceso iterativo. De acuerdo con Hamilton & Landin (1961), la iteracidn en un proceso

para la construccion del sucesor
GPs Produccion de sentido para la construccion del sucesor, usando el proceso recursivo

Fragmento de Guillermo (9 afios) y Dulce (9 afios) en la actividad ““;Podemos construir el
siguiente?” (P2 'y P3).

¢Podremos construir el que sigue? [se refiere al sucesor del cero].

El uno.

¢, Cémo le hacemos?

Con otro [Guillermo toma otra bolsa vacia y le pega la etiqueta del cero].

Muy bien.

S A
@ m o m 6 m

Poner este adentro... [Va describiendo sus acciones, tomando otra bolsa vacia

maés grande e introduciendo la bolsa/nimero del cero en la nueva bolsa].

~
m

iMuy bien! ;Dénde lo vas a meter?

8. G: Eneluno.

En las primeras lineas G (2) Guillermo reconoce que el nimero uno es el sucesor del nimero
cero, lo que se puede entender que ha superado la dificultad (A2) identificar al sucesor de
cualquier nimero, dando sentido (DS1) al realizar el proceso de manera natural: toma otra
bolsa vacia, la etiqueta con el niamero cero y la introduce en la nueva bolsa/nimero uno,
mostrando que tiene claridad en el uso de la construccion recursiva G(4, 6 y 8). Estas acciones
permiten pensar que Guillermo esta en un proceso de transicion en el uso de un SMS para

dotar de sentido la construccion recursiva de los sucesores (GPs).

GPs Acercamiento al sentido de ordinalidad: reconocer que todo sucesor contiene a todos

los anteriores
Fragmento de Dulce (9 afios) en la actividad “;Podemos construir el siguiente?” (P2 y P3)

1. E: El cero jMuy bien! ;Quién sera el sucesor del dos?
2. (...)

3. E: ¢Lo puedes construir?

4. D: Si [hace un movimiento afirmativo con su cabeza]
5

E: ¢Cdémo lo vas a construir?
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6. D: Con una bolsa, le ponemos el cero, luego en la bolsa del uno, metemos aqui el
cero. Y después le pegamos aqui el uno [construye la bolsa/nimero uno]. Igual que
hace rato voy a agarrar una bolsa del dos. Metemos aqui el uno y luego construyo el
cero [construye otra bolsa/nimero cero].

7. E: ¢Por qué estas metiendo otro cero? [Dulce mete en la bolsa/nimero dos la
bolsa/nimero uno y la bolsa/ndmero cero].

8. D: Porque tienen que ser dos elementos. Luego agarro la bolsa del tres, la abro y
meto aqui la bolsa del dos. Luego agarro la bolsa del cero, pego el cero y lo meto
aqui [construye otra bolsa/nimero cero y la mete a la nueva bolsa/nimero tres].
Luego agarro la bolsa del uno. Luego agarro la bolsa del cero [toma otra bolsa vacia
y la etiqueta con el nimero cero] y lo meto aqui [se refiere a otra bolsa/nimero uno,
la etiqueta con el nimero uno].

9. E: jMuy bien!

10. D: Luego agarro la bolsa del tres y todo esto de aqui lo meto aqui.

11. E: Si.

12. D: Luego le pego el tres.

En la primeras lineas (1 — 3) se le pregunta a Dulce quién es el sucesor del namero dos, para
ella la pregunta tiene sentido, al hacer un movimiento afirmativo con su cabeza D(4) para
responder a la pregunta de E(3). En D(6) se puede observar que Dulce va describiendo
oralmente las acciones que va realizando para la construccion de la bolsa/nimero uno,
dotando de sentido el uso (DS2) del proceso recursivo, una vez que la completa, toma otra
nueva bolsa y la nombra como el nimero dos, por lo que introduce la bolsa/nimero uno en
ellay construye otra bolsa/nimero cero. En este proceso se puede apreciar que usa la relacion

de reversibilidad, lo que se esquematiza de la siguiente manera (Figura 31)
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Para después construir
e introducir el nimero

Introduce Cero

primero el \

antecesor del

nimero dos
(nimero uno)

{ ,{¢0}} - el namero dos;

Fig. 31. Representacion del uso de la reversibilidad para dotar de sentido al proceso

recursivo

La justificacion que ofrece en D(8) se puede entender como una inferencia (APS 1) al realizar
el mismo proceso recursivo para construir la bolsa/nimero tres: ya tiene el antecesor del
namero tres, sigue con la bolsa/ndmero cero y finalmente construye la bolsa nimero uno.
Durante el proceso de construccion va descubriendo y justificando oralmente cada una de las
acciones que va realizando D(8, 10 y 12). Finalmente observa que ya tiene todos los
elementos y se prepara para introducirlos en la nueva bolsa/nimero tres, esta accion se puede
interpretar como una generalizacion de acercamiento al sentido de ordinalidad, al reconocer

que todo sucesor contiene a los anteriores (GPs), como se puede ver figura 32.

,i'/' =
-
—

-

Tiene listas las bolsas/nimero del cero,
el uno y el dos para introducirlas en la
bolsa/namero tres

Nueva
bolsa/nimero 3

2

Fig. 32. Dulce prepara las bolsas/nimero cero, uno y dos para introducirlos en la

bolsa/nimero 3
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GP7 Uso del numero cero como elemento neutro en la suma
Fragmento de Ana en la “Resolucion de problemas” (Ps) (uso del nimero cero en la suma)

1. A:Porque 32 + 0 me da 32. Cero mas ocho, ocho. Seis mas cero, seis.

2. E:Si.

3. A: Cero més quince... quince

4. E: ¢Qué pasa entonces con el cero? ¢Qué pasa si sumamos a cualquier ndmero el
cero?

5. A: Seria que lo que nos estan poniendo para sumar mas cero seria igual a la misma

cantidad que vamos a sumar con cero.

En este fragmento Ana da cuenta del uso del cero en la suma, que consiste en sumar cero a
cualquier cantidad la deja igual A(5), es decir, usa el nimero cero como el elemento neutro

en la suma (GP7), lo que podemos esquematizar: a + 0 = a.

GPs Uso de las propiedades asociativa y conmutativa en la resolucion de problemas

aditivos.

Fragmentos de Dulce (9 afios) para el uso de la propiedad asociativa 'y Ana (7 afios) para el

uso de la propiedad conmutativa.
Dulce:

1. E: ¢Qué diferencia hay entre esta y esta? [Entre la primera y la tercera opcion].
2. D: Que en esta tiene esto [se refiere a las cantidades que estan agrupadas de distinta
manera por los paréntesis: (32 +23) +21 = y 32 + (23 + 21) =].

3. E: Paréntesis.

4. D:Si.

5. E: ¢Qué significan esos paréntesis?

6. D: Que estan separados.
En este fragmento, Dulce le da sentido (DS2) al uso de la propiedad asociativa para la suma
(D2), relaciona eficientemente el uso de parentesis para agrupar dos sumandos, en un

algoritmo de suma de mas de tres sumandos, no importa el orden, reconoce que se pueden

sumar de las dos maneras (D6) donde
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El parentesis de la expresion inicial (a + b) + c, indica que debemos determinar primero el
elemento (a + b) y después encontrar (a + b) + c. (...). En la expresion a + (b +¢), el
paréntesis indica que primero debemos encontrar el elemento (b + ¢) y después a + (b + ¢).
(Peterson y Hasisaki, 1996, p. 102)
Las actuaciones de los tres alumnos denotan dotacion de sentido, para posibilitar la
generalizacion para usar la propiedad asociaiva en la resolucién de problemas aditivos
(GPeg).

Ana:

1. E: Ahora fijate ¢qué pasa si yo cambio de lugar esta suma? ¢;Que pasa si yo las
cambio? ¢ Qué crees gque pase?

A: 110 [Ana da el resultado de 46 + 64].

E: ¢Por qué crees que suceda esto?

A: Porque s6lo cambiamos los nimeros, pero sigue siendo el mismo resultado.

E: Entonces ¢ qué pasa en la suma, si yo cambio los nimeros?

A: Nada.

o 0~ w D

En este fragmento Ana dota de sentido la tarea, al usar eficientemente la propiedad
conmutativa para la suma A(2). En A(4) explica que si cambian los sumandos no afecta el
resultado, lo que se puede entender como un (APS 2). Deduccion que se confirma con la
respuesta A(6) que le da a la pregunta de E(5), dando sentido a la generalizacion (GPs) para

usar la propiedad conmutativa en la resolucion de problemas aditivos.
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6.4.2. Generalizacion hacia las nociones numeéricas y sus operaciones
GNO: Identificar el cero como punto origen de la recta
Fragmento de Ana (7 afios) en la Actividad “Adivina quién soy” (P1)

: Ahora, ¢que hay en la bolsa?
: Nada.
: Entonces si no hay nada ¢Como esta la bolsa?

: ¢Como la podemos representar?

: Con el cero [Toma el nimero cero de los nUmeros de foami que tiene a la derecha].

N o g~ e e

E

A

E

A: Vacia.
E

A

E: ¢Te acuerdas como lo hicimos en el salén cuando lo trabajamos? [Ana procedid
a realizar el proceso de construccion de la bolsa/nimero de manera natural, y la
entrevistadora fue describiendo oralmente las acciones que iba realizando Ana].
Primero la bolsa y encima de la bolsa... [Ana pega la etiqueta del cero afuera de la
bolsa] jMuy bien! ;Doénde lo vas a colocar?

8. A:Alli.

9. E: jMuy bien! ¢Por qué lo pusiste alli?

10. A: Porque no podemos empezar con el diez, porque es méas grande y el cero como no

tiene nimero va al principio. Porque va del mas menor al mayor.

En este fragmento, Ana construye la bolsa/nimero cero en las lineas (1 — 6). La entrevistadora
E(7) le pregunta “;Donde lo vas a colocar?””, como respuesta Ana lo coloca en el extremo
izquierdo de la semirrecta (GNOz1) y argumenta: “Porque no podemos empezar por el diez,
porque es mas grande y el cero como no tiene niimero va al principio”, agrega: “...va del

mas menor al mayor” (A10), dando sentido a la secuencia en orden creciente.

GNO:2 Uso de la transformacion del modelo aditivo A + B = C, para la resolucion de

los problemas aditivos
Fragmento de Dulce (7 afios) dialogo “Resolucion de problemas” (Ps)

1. E: Ahora observa esto también lo podemos escribir asi 20 — 7 = 13. ¢Por qué lo
podemos escribir asi?

2. D: Mmmm... [Se queda pensando].
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3. E:¢Porque crees que esigual 7 + 13 = 20 que 20 — 13 =?
4. D: Porque a 20 — 13 me da siete.

En este fragmento la alumna le da sentido a la operacion inversa de resta, al dotar de sentido
(DS2) que puede obtener el resultado usando la operacion inversa de lasuma: ___ + 13 = 20

tranformandola en una resta: 20 — 13 = 7 (GNOy>).
GNOs Relacionar el uso de los signos (+) y (—) con las operaciones aditivas
Fragmento de Ana (7 afios) en la actividad “Resolucion de problemas” ( Pe)

En esta actividad la tarea consiste en escribir las palabras “Falso” o “Verdadero” en las
opciones de operaciones que se le proponen para resolver el problema: En el recreo mis
amigos y yo jugamos tazos, al final queriamos saber cuantos puntos hicimos entre los tres:
Miguel gan6 32 puntos, Lucero 23 puntos y to 21 puntos. (De cuantas maneras se puede

resolver?

(32 +23)+21=

(30 +2) — (20 + 3) =

32+ (23+21) =

(32 +21) + 23 =

(20 X 1 +2) + (30 X 23) =

1. E: Bien, Ana. Ahora dice: “En el recreo mis amigos y yo jugamos tazos , al final
queriamos saber cuantos puntos hicimos entre los tres. Miguel gan6 32 puntos,
Lucero 23 puntos y yo 21 puntos. ¢De cuantas maneras se puede resolver?”’

2. A: Sumando.

(...)

E: (...) Ahorafijate (30 +2)- (20+ 3)
A: No.

E: ¢No? ¢Por qué?

o g ~ w

A: Porque aqui dice treinta y dos menos veintitres.
(...)

7. E:Y ahoraeste (20x1+ 2) + (30x23) ¢Se puede?
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8. A:No.
9. E: ¢Por qué?

10. A: Porque veinte por uno es veinte, mas dos seria veintidos.

En las primeras lineas de este fragmento (1 — 2) Ana sabe que se trata de un problema de
suma. En A(4) afirma que la operacion (30 + 2) - (20 + 3), no es una opcion para resolver
el problema. En A(7) se observa tiene un conocimiento aritmético, al realizar la suma de las
cantidades que estan dentro del paréntesis, relacionadas con un signo de (+) y después le da
sentido (DS) al signo (=) que implica la resta de las dos sumas: “porque aqui dice treinta y
dos, menos veintitres” (GNO 3), lo que puede se puede entender como un argumento
abductivo (APS 3) dotando de sentido (DS 2) este procedimiento algoritmico. La siguiente
opcion: (20 x 1+ 2) + (30 x 23) tampoco es una posibilidad que resuelva el problema
A(8). La entrevistadora le pregunta por qué no es una opcion de solucion al problema E(9) y
como respuesta Ana sigue el mismo procedimiento de resolucion que en la opcién anterior;
pero ahora se observa que puede resolver operaciones de multiplicacion y suma dentro del
primer paréntesis: “Porque veinte por uno es veinte, mas dos seria veintidos” A(10). Usa
eficientemente los signos (+) y (—) eficientemente para resolver operaciones aditivas

dentro de cada paréntesis (GNOs3).
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6.5. Resultados de las Entrevistas Clinicas
Es importante considerar que la aplicacion de las Entrevistas Clinicas se realiz6 a finales del

ciclo escolar 2017 — 2018, casi un ciclo escolar después.

Aunque se observd que se volvieron a presentar algunas de las dificultades recurrentes de la
experimentacion del Modelo de Ensefianza, en este espacio personalizado, los nifios lograron

superarlas en menor tiempo:

AZ2. Identificar el sucesor y Antecesor de cualquier nimero.

B1. Reconocer el nimero cero como conjunto vacio.

B2. Reconocer que el cero es el Gnico numero que pertenece a cualquier sucesor.
B3. Reconocer que todo sucesor contiene a sus anteriores.

Cl. Uso de laforma a - 10 + b, en la resolucion de problemas.

Se presentaron dos nuevas dificultades:

A4. Usar la clasificacidn para seleccionar objetos y formar conjuntos (Po).

Esta dificultad solo la present6 la alumna de estrato medio de 4° grado, pues no le daba
sentido a los atributos del conjunto, sino al uso cotidiano que se le da a los objetos: “la

mariposa se posa en la flor”.
C2. Usar las propiedades asociativa y conmutativa para la suma (Ps).

Esta dificultad esté relacionada con su sentido semantico en la resolucién de problemas y se
presento en algunos nifios entrevistados, que ademas en algunos reactivos estaba relacionada

con el uso de laformaa - 10 + b.

Uno de los hallazgos méas importantes que se observaron, fue que los nifios manifestaron
razonamientos tendientes a la generalizacion aritmética, mismos que por su estructura se
agruparon en dos bloques: los que se relacionan directamente con el modelo de Von

Neumann y los que se relacionan con las nociones numéricas y sus operaciones.

Es importante sefialar que las diferencias de la edad de los nifios fue minima, sélo la alumna

Dulce de 4° grado presenté mayores dificultades para darle sentido a las actividades que se
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le fueron presentando. Las dificultades de aprendizaje de Guillermo no fueron obstaculo para

la produccion de sentido y significacion de las acciones que se trabajaron.
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CONSIDERACIONES FINALES Y FUTURAS LINEAS DE
INVESTIGACION
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Cerramos este momento de la investigacion recapitulando las ideas principales que guiaron
la investigacion, resaltando algunas conclusiones que se derivan de la misma junto con las

futuras lineas de investigacion.

Este trabajo forma parte parte de la linea de investigacion “El algebra y sus aritméticas”
dirigida por el Dr. Eugenio Filloy Yagle, bajo la mirada de la Matematica Educativa donde
se sostiene que las dificultades de aprendizaje de los nifios no estan sélo en la ensefianza ni
en los procesos de aprendizaje; estan principalmente en la matematica. Por lo que se
considera necesario conocer con profundidad la estructura matematica para trasladarla a la

ensefanza.

A partir del diagnostico que se realizd con el marco tedrico — metodoldgico de los MTL nos
llevé a entender que las contribuciones de Cantor y Peano han sido importantes para
introducir a los infantes a las nociones numéricas en la escuela; pero las dificultades
conceptuales siguen presentes en el aprendizaje matematico, asi lo muestran las evaluaciones
internas (PLANEA) y externas (PISA). Lo que genera una preocupacion y un desafio para
docentes, disefiadores de curriculas, de libros de texto, para potenciar el pensamiento

matematico en los alumnos.

Esto nos llevo a proponer que la problemaética de la ensefianza de los nimeros naturales
incluido el cero, se podria realizar a partir de un acercamiento formal matematico partiendo

de las acciones basicas de su construccion.

El disefio del proyecto de investigacion se planeo en tres fases:

Fase 1. Disefio de un Modelo Teérico Local para la construccion de los nimeros

naturales

De la revision de investigaciones recientes sobre el tema, se retomo el trabajo de Maravilla
(2011) “El orden y el conteo en la construccion de los numeros naturales con el modelo de
John von Neumann en nifios preescolares” quien llega a la conclusion de que el problema del
aprendizaje de las nociones numéricas se debe a las carencias conceptuales de los profesores
con respecto a los nimeros naturales. Esto nos llevo a realizar un analisis del modelo formal

matematico de Von Neumann bajo la adaptacion de Hamilton & Landin (1961), porque usa
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la iteracion como operacién basica y es la base del proceso recursivo. Como resultado de

esta primera fase se disefiaron las preguntas, objetivos y el MTL especifico.
a) Preguntas que guiaron la investigacion

1. ¢Qué elementos del modelo formal en los términos sefialados por Hamilton y Landin
(1961) se deben considerar para disefiar un Modelo de Ensefianza que se traduzca en
actividades concretas, dirigidas a alumnos de los dos primeros ciclos de educacion
primaria?

2. ¢Qué dificultades se pueden observar cuando los nifios trabajan a partir de la

construccion de los nimeros naturales con base en ese modelo de ensefianza?

3. ¢Cual es el efecto del Modelo de Ensefianza con relacion a las dificultades observadas
en su implementacion, una vez transcurrido un periodo aproximado de un curso

escolar desde su implementacion?
b) Disefio de Objetivos para dar respuesta a estas preguntas

1. Disefiar un Modelo de Ensefianza con base en Von Neumann, dirigido a nifios de 6 a

9 afnos.

2. Experimentar el Modelo de Ensefianza con tres grupos (1°, 2° y 3° grado) de

educacion primaria para identificar dificultades de aprendizaje.

3. Constatar a través de la entrevista clinica las dificultades observadas durante la

experimentacion.
c) Disefio del MTL para el aprendizaje de los Nimeros Naturales incluido el cero

Componente formal: se tradujeron los elementos del modelo matematico formal de Von
Neumann a principios matematicos y después a secuencias de actividades con el uso de
material manipulativo y se incorpord una semirrecta para representar el orden de linealidad

y direccionalidad en la construccion de cada niumero.

La traduccion del modelo formal de Von Neumann a principios matematicos para la
construccion de los nimeros naturales (Hamilton y Landin, 1961), se hizo de la siguiente

forma:
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Po Uso de la nocion de conjuntos.

P1 El nimero cero es la bolsa vacia.

P2 Para la representacion de conjuntos, las llaves { } se sustituyen con bolsas.

Ps El sucesor es el siguiente.

P4 Definicion de los nimeros naturales.

Ps Conteo como correspondencia uno — uno, a partir de los intervalos de la forma [1,n].
Ps Construccion de las tablas de suma y multiplicacion, resolucion de operaciones y

problemas aritméticos.

Fase 2. Experimentacion del Modelo de Ensefianza y analisis de la experiencia

empirica

El modelo de ensefianza se experimentd con un grupo de 1°, 2°y 3° grado, de tres escuelas
primarias distintas. Las dos primeras etapas se aplicaron durante el ciclo escolar 2016 — 2017

y la tercera etapa a inicios del ciclo escolar 2017 — 2018.

Del andlisis de la observacion con base en el disefio del MTL, se identificaron dificultades
recurrentes que presentaron los nifios durante el desarrollo de cada una de las actividades, las
cuales se relacionaron con los principios matematicos de la traduccion que se hizo del modelo

formal, clasificandolas en tres ejes:

a) Pragmatico
ALl. Identificar el cero como namero (P1).
AZ2. Identificar al sucesor y antecesor de cualquier namero. (P3)

b) Semantico
B1. NUmero cero como conjunto vacio (P1).
B2. Reconocer que el cero es el tnico nUmero que pertenece a cualquier sucesor (P2).
B3. Reconocer que todo sucesor contiene a todos los anteriores. (Ps).

B4. Identificar el nimero cero como el punto origen en la recta.
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c) Sintactico

C.1 Usar las formas 10 + ay a- 10 + b, ... para representar a los sucesores mayores

que diez (Ps).

C.2 Usar la propiedad asociativa para la suma (Ps).

C.3 Usar la forma aditiva A + B = C y sus transformaciones (Ps):

A+__=C
C—__=A4
__—B=C
C — =B

Para explicar estas dificultades se disefiaron las categorias de analisis, con los aportes tedricos
del MTL.:

Del componente de cognicion se identificaron los obstructores (OB) internos y externos al

sujeto que les dificultan dotar de significado las acciones realizadas:

1. Obstructores provenientes de los conocimientos previos y de las maneras de como
los nifios han aprendido las nociones numéricas que les generan dificultades

semanticas y sintacticas en la construccion de los nimeros naturales.

2. Obstructores provenientes de los procesos cognitivos, que les genera dificultades para
establecer las relaciones de reversibilidad para usar la iteracion y recursividad en la

construccion del sucesor.
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Del componente de comunicacion se consideraron los indicadores de las relaciones

significantes en la produccion de sentido y el desarrollo de procesos de significacion con la

I6gica de uso de los SMS:

1.

Argumentos como Procesos de Significacion (APS):

Induccién: Habilidad para generalizar el uso de la iteracion en la construccion de cada

nUmero sucesor, comprobando sus hipotesis con el uso de procesos recursivos.

Deduccién: Habilidad de razonamiento con la posibilidad de llegar a conclusiones,
proponer argumentos que ofrecen criterios de verdad, por ejemplo: cualquier sucesor

contiene a todos los anteriores.

Abduccién: Razonamiento que permite transitar de una hipdtesis a otra méas abstracta.
Desarrollar inferencias hipotéticas y un uso correcto de la I6gica de los SMS con sus
cddigos y reglas, para discriminar supuestos verdaderos o falsos. Por ejemplo, en la
construccion de los numeros naturales, el cero es el Unico numero que no es un
sucesor y es el Unico que esta contenido en cualquier nimero. Si un nimero no esta

vacio entonces es un sucesor.

Dotacion de Sentido (DS) de los SMS:

Dotacion de sentidos intermedios: utilizacion de cddigos personales para dotar de
sentido a acciones concretas, lo que puede constituir el transito de lo concreto a lo

abstracto.

Dotacion de sentidos a las redes de acciones cada vez mas abstractas hasta

convertirlas en operaciones.

Estas categorias permitieron entender y explicar que las dificultades de aprendizaje que los

nifios enfrentan cuando se les ensefia con un modelo fundamentado en la estructura formal

de Von Neumann (centrado en el principio de ordinalidad a partir de la construccion del

numero ceroy el encapsulamiento en el principio de induccién de Peano, para la construccion

del sucesor, que adem@s usa la iteracion en la construccion de los nimeros naturales, a través

del proceso recursivo), se deben a obstructores provenientes de conocimientos que han

aprendido en el contexto familiar, social y escolar.
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También permitio observar que conforme se repetia el proceso recursivo en la construccion
de cada nimero y la edad de los nifios aumentaba, estas dificultades se iban superando. Como

se puede apreciar en los siguientes parrafos:

Los alumnos de 1° grado lograron superar las dificultades utilizando los argumentos de
induccion, deduccion y abduccion para significar acciones de la construccion del

conjunto vacio como ndmero cero.

Los alumnos de 2° grado dieron sentido al uso de la iteracion y el proceso recursivo
para la construccion del sucesor en menor tiempo que los nifios de primer grado. Fue
evidente el desarrollo de procesos de lectura/transformacion en sus primeros
acercamientos a la nocion de cero como conjunto vacio y como Unico nimero que es
el antecesor de cualquier sucesor. La nocion de sucesor les facilit6 completar
facilmente la tabla de suma, usando la forma 10 + a. Sin embargo, la principal
dificultad que tuvieron fue el uso de la forma a - 10 + b, para representar el producto

en cada celda en la tabla de multiplicacion.

Los alumnos de 3° grado dotaron de sentido intermedio la nocion de sucesor, al
introducir la palabra “pasajeros” la cual da cuenta del uso del proceso recursivo para la
construccion del sucesor, lo que les permitié usar pragmaticamente el principio de
ordinalidad. Al igual que los alumnos de 2° grado, tuvieron dificultades para usar la
forma a - 10 + b, para representar el producto en cada celda, o bien usarla en la

resolucion de problemas.

La interaccion que se dio en la construccion de los intertextos facilitd la dotacion de sentidos
intermedios, posibilitando la dotacion y produccién de sentido, generando una ruptura con
los conocimientos numéricos adquiridos en la familia y la escuela, propiciando un

pensamiento tendiente a la abstraccion.

El analisis cuantitativo complementd el perfil grupal de cada grupo, usando el modelo
tridimensional (Rojano, 1985) para representarlo en el plano. En la fase de experimentacion
del modelo de ensefianza, se pudo observar que los alumnos de 1° grado tuvieron mayor
dificultad para identificar el conjunto vacio como el nimero cero y como primer elemento

de la construccion. Se puede decir, que la edad cronoldgica no fue un obstaculo, pues
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lograron darle sentido el uso del proceso de iteracion y recursividad para la construccion del

sucesor.

Los alumnos de 2° grado superaron las dificultades en menor tiempo en comparacion con los
alumnos de 1° grado, a través de la interacciéon y los procesos de lectura/transformacion,
realizaron la produccién de sentido y significado en sus primeros acercamientos a la nocion
de cero como conjunto vacio y como el inico nimero que pertenece a cualquier sucesor. Las
principales dificultades estuvieron relacionadas con el uso de la forma 10 + a para la suma

y laforma a - 10 + b, para representar el producto en cada celda de la tabla de multiplicacion.

A pesar del bajo desemperfio que tuvieron en los ejercicios escritos, los alumnos de 3° grado,
se pudo observar en las actividades grupales, que dotaron de sentido la construccién de los
primeros nameros incluyendo el cero, dotando de sentido la nocion de sucesor al usar la
palabra “pasajeros” para dar cuenta del proceso de recursividad. Las dificultades se
manifestaron en el uso de la forma a - 10 + b, para representar el producto de cada celda en

la multiplicacion.

Los resultados del andlisis cuantitativo y cualitativo permitieron contar con elementos para
la seleccion de los nifios que participaron en la entrevista, seleccionando un alumno

representante de cada nivel y grupo.
Fase 3. Las entrevistas clinicas

Como resultado del andlisis del desempefio de los entrevistados, se volvieron a presentar las
dificultades relacionadas con la construccion del sucesor, el nimero cero como conjunto
vacio y que es el unico nimero que pertenece a cualquier sucesor. El uso de laforma a - 10 +

b, en la resolucion de problemas.

Se identificaron nuevas dificultades relacionadas directamente con el Modelo de von
Neumann vinculadas a alguno del Pi: con la nocién de conjuntos, el uso de las propiedades

asociativa y conmutativa para la suma.

Otras dificultades nuevas que se presentaron estan relacionadas con las nociones numericas

y sus operaciones:

Transformacién de la formaA+B =C,comoA+__ =C; C—_ _A;, __+B=¢C; ...

en la resolucion de problemas.
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Por otro lado, como resultado de la aplicacién del modelo se pudieron observar indicios de

generalizacion de nociones aritméticas:

a) Indicios de generalizacion relacionados con el Modelo de Von Neumann:

b)

Identificacién del cero como nimero y como conjunto vacio.

Reconocer que el cero es el Gnico nlmero que no es un Sucesor.

Acercamiento conceptual a la nocion de sucesor.

Uso del proceso recursivo para la construccién del sucesor, dando cuenta de su
conceptualizacion al identificar el tamafio de la bolsa/nimero que se necesitara
para el siguiente sucesor.

Uso del ndmero cero como elemento neutro en la resolucion de problemas
aditivos.

Uso de las propiedades asociativa y conmutativa en la resolucion de operaciones

de suma.

Indicios de generalizacion relacionadas con las nociones numéricas y sus

operaciones:

Identificar el cero como punto origen de la recta.
Uso de la transformacion del modelo aditivo A + B = C, para la resolucion de
problemas aditivos.

Relacionar el uso de los (+) y (=) con la resolucion de operaciones aditivas.

En conclusién, se puede decir que la implementacion de este Modelo de Ensefianza, motivo

a los nifios a trabajar una manera distinta de conceptualizar a los numeros, a partir de la

construccion del sucesor.

Asimismo podemos sefialar que los nifios de los primeros grados de educacion primaria,

tienen un desarrollo cognitivo y comunicativo para darle sentido a actividades que

promueven la generalizacion aritmética.

Podemos decir que la influencia de las maneras en que los nifios han adquirido las nociones

numeéricas en los diferentes entornos de su vida cotidiana, pueden obstruir la comprension y

uso pragmatico de la recursividad para reconocer que cada sucesor (nimero) contiene a todos

los sucesores; que el numero cero es el primer elemento de la construccion, que es el Gnico

gue pertenece a todos sus sucesores Yy que no tiene antecesor.
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Pero cuando se trabaja con un modelo de ensefianza con una base formal matematica, como
en este caso Von Neumann, esas dificultades se pueden superar, como muestran los
resultados de la entrevista; a pesar de haberse realizado la entrevista en el siguiente ciclo
escolar al de la implementacion de la ensefianza. Los nifios con un bajo nivel de competencia
(Estrato Bajo) superaron las dificultades que se presentaron durante la experimentacion
grupal, lo que nos permite proponer la posibilidad de implementar estos modelos desde los
primeros grados de educacion elemental, brindando un area de oportunidad para establecer
las bases un pensamiento matematico que les permita acceder a otros niveles de comprension.
Ademas, incorporar la componente formal para la conceptualizacion de los numeros desde
el primer grado de primaria, ha facilitado el desarrollo conceptual antes del uso del
simbolismo, propio del enfoque de la ensefianza de los numeros naturales como una

construccién trivial, memoristica y operativa.

Aunque la intencion de esta investigacion no fue mejorar la ensefianza, la experimentacion
del modelo disefiado permitié aportar elementos para el analisis de las dificultades de
aprendizaje de los nimeros naturales con especial atencién al cero como numero, lo que abre
un abanico de posibilidades para reconceptualizar la ensefianza, fortaleciendo la competencia

formal de los docentes en servicio y los que estan en formacion.

Es por esto que se considera que es necesario recuperar la tradicién formal matematica en la
ensefianza, para potenciar el pensamiento matematico abstracto, que les permita a los

alumnos acceder a niveles superiores de conocimiento matematico.
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Posibles futuras lineas de investigacion para proponer estudios en relacién con:

La incorporacién de la componente Formal Matematica en el curriculo de Educacion
Basica para enriquecer y profundizar la relacion entre el pensamiento aritmético y el
pensamiento algebraico. Simplificando la practica del pensamiento aritmético para la
construccion de las nociones numéricas; mismas que serviran de base conceptual para
que a través del manejo algebraico, se establezcan las relaciones abstractas entre
dichas nociones, dando sentido y significado a las expresiones algebraicas.

El disefio de actividades para los libros de texto para los alumnos, reconceptualizando
la ensefianza evitando saltos y rupturas entre el aprendizaje de la aritmética y del
algebra a través de la traduccion de los principios matematicos a actividades
concretas, con el uso de material manipulable.

La incorporacion de la componente formal matematica en el curriculo de formacion
docente de las Escuelas Normales y en la formacion continua de maestros en servicio,
para consolidar la competencia matematica en los profesores en servicio y en los que
estan en formacion, con la finalidad para que la ensefianza promueva el aprendizaje
y el desarrollo del pensamiento aritmético y algebraico de los alumnos, a través de la

manipulacion de expresiones matematicas cada vez més abstractas.
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